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1. 

 

HALMAZOK 

 
 

Alapfogalmak: halmaz, halmaz eleme.  

 (Számhalmazok, ponthalmazok.) 

 Jelölés: A; B; N; Q; ∈; ∉. 

 

A halmaz alapfogalom. A halmaz fogalma csak akkor használható, ha minden elemről 

egyértelműen eldönthető, hogy eleme – e a halmaznak, vagy sem. 

 

A halmaz megadása az elemek egyértelmű meghatározását jelenti.  

a.) Ha kevés az elem, akkor a teljes felsorolással adhatjuk meg a halmazt. 

 pl: A = { 0; 1; 2, 3} 

b.) Olyan meghatározást adunk, melynek alapján egyértelmű lesz a halmaz megadása. 

 pl: B = { egyjegyű páros pozitív számok} 

c.) A halmazt megadhatjuk képlettel. 

 pl; C = { n
2
 │1≤ n < 10, n ε N}. 

d.) Venn – diagramba beírjuk az elemeket, vagy a meghatározásokat. 

 

Def: Két halmaz ↔ egyenlő, ha az egyik halmaz elemei a másik halmaz elemeivel azonosak. 

M és N ↔ egyenlő, ha a  M esetén a  N is teljesül, és ha Mb , → Nb is igaz.    

 

Def: Az A halmazt a H halmaz részhalmazának nevezzük, ha az A halmaz minden eleme a H 

halmaznak is eleme. 

Az A halmazt a H halmaz valódi részhalmazának nevezzük, ha az A halmaz részhalmaza a H 

halmaznak, de nem egyenlő vele. 

Jele: HA;HA   

 

 

 

 HA         HA   

 

H A 
H 

A 

H 
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  HA   

 

Az üres halmaz (lásd lentebb) minden halmaznak részhalmaza, és minden halmaz 

részhalmaza önmagának. 

 

Tétel: Egy n elemű halmaznak 2
n
 darab részhalmaza van. 

 

 

Halmazok számossága 

 

Def: Üres halmaz: egyetlen eleme sincs. A 0 elemű halmazt üres halmaznak nevezzük. 

 Jele: Ø vagy {}. 

Def:  1.) Legyen az üres halmaz számossága 0. 

 2.) Véges sok különböző elemet tartalmazó halmaz számosságát az elemeinek 

 számával definiáljuk és jelöljük: 

 pl: A = { 1; 2; 3; 4} → │A│= 4. 

 A véges halmaz elemeinek számát egy természetes számmal adhatjuk meg. 

 3. ) A nem véges számosságú halmaz számossága végtelen. 

(Ha egy elemet többször sorolunk fel, attól sem a halmaz, sem a halmaz számossága nem 

változik meg.) 

 

 

 

Def: Az [a; b] zárt intervallumon azon x R számok halmazát értjük, amelyre bxa  . 

Az ]a; b[ nyílt intervallumon azon Rx számok halmazát értjük, melyre a < x < b. 

( a, b   R) 

Balról zárt (nyílt), jobbról nyílt (zárt) intervallumot is értelmezhetünk. 

Az intervallum egy részhalmaz a számegyenesen. 

  

H; A 
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2. 

 

MŰVELETEK HALMAZOKKAL 
 

A halmazok vizsgálatakor meg kell adni egy olyan halmazt, melynek a vizsgált halmazok 

részhalmazai, ezt alaphalmaznak vagy univerzumnak nevezzük.  

Jele: U 

Def: Egy A halmaz komplementer halmazának nevezzük az alaphalmaz azon elemeinek 

halmazát, amelyek az A halmaznak nem elemei. 

Jele: Ā  Ā = { x │ Ax } 

 

 

 

 

 

1. Unióképzés 

Def: Két halmaz uniójának (egyesítésének) nevezzük azoknak az elemeknek az összességét, 

amelyek a két halmaz közül legalább az egyiknek elemei. 

BA = { x│ Ax  vagy Bx }. 

Jele: BA . 

 

 

 

Az unió művelet tulajdonságai tetszőleges A, B, C halmazokra: 

 kommutatív: ABBA   

 asszociatív:     CBACBA   

   A{}A   

 AAA   

 UUA   

 

2. Metszetképzés 

Def: Két halmaz metszetének (közös részének) nevezzük azoknak az elemeknek a halmazát, 

amelyek mindkét halmaznak az elemei. 

BA = { x Ax  és Bx }. 

U 

A 

A 
B 
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Jele: BA  

 

 

 

 

 

A metszet művelet tulajdonságai tetszőleges A, B, C halmazokra: 

 kommutatív: ABBA   

 asszociatív:     CBACBA   

   {}{}A   

 AAA   

 AUA   

 

A metszet disztributív az unióra nézve: 

     CABACBA   

3. Különbségképzés 

Def: Az A és B halmaz (ebben a sorrendben) különbsége az A halmaz mindazon elemeinek a 

halmaza, amelyek a B halmaznak nem elemei. 

A \ B = { x │ Ax  és Bx }. 

Jele: A \ B 

 

 

 

 

A különbségképzés műveleti tulajdonságai tetszőleges A és B halmazokra: 

 nem kommutatív: A \ B ≠ B \ A 

 A \ A = {} 

 A \ {} = A 

 {} \ A = {} 

 U \ A = Ā 

 

Def: Két halmaz diszjunkt, ha nincs közös elemük, vagyis a metszetük üres halmaz: 

 BA Ø. 
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3. 

 

SZÁMFOGALOM 
 

A számfogalom kialakulása egy nagyon hosszú folyamat volt. Kezdete olyan korra tehető, 

amelyről írásbeli feljegyzések nem maradtak fenn. 

A számolás igénye alakította ki az 1, 2, 3, ... számokat, amelyeket pozitív egész számoknak 

nevezünk.  

Jele: N
+
. 

A pozitív egész számokat kiegészítve a 0-val, a természetes számokról beszélünk: 0, 1, 2, 3, ... 

Jele: N. 

A természetes számhalmazban értelmezzük az összeadás és szorzás műveleteket. Ezek a 

műveletek nem vezetnek ki a számhalmazból: 

 ha a, b  N,  a + b  N és a  b  N. 

A természetes számok halmazát úgy bővítjük, hogy a korábban bevezetett műveleti 

tulajdonságok érvényben maradjanak, azaz a permanencia elv alapján. (Majd  a további 

számhalmazbővítés is hasonlóan történik.) 

Def: Az olyan számokat, amelyek felírhatók két természetes szám különbségeként, egész 

számoknak nevezzük. 

Jele: Z.  Z = { ..., -3, -2, -1, 0, 1, 2, 3, ...} 

Def: Egy "a" szám ellentettjén azt a számot értjük, melyet az "a"-hoz hozzáadva 0-t kapunk. 

A 0-nál nagyobb számokat pozitív számoknak, a 0-nál kisebb számokat negatív számoknak 

nevezzük. 

Az egész számok halmaza az összeadásra, kivonásra, szorzásra nézve zárt. 

Def: Azokat a számokat, amelyek felírhatók két egész szám hányadosaként, racionális 

számoknak nevezzük. (A nevező nem lehet nulla.) 

 
𝑎

𝑏
;  𝑏 ≠ 0;   𝑎, 𝑏 ∈ 𝒁  

Jele: Q. 

Tétel: Minden racionális szám felírható periodikus tizedes-tört alakban.  

Tétel: Bármely periodikus tizedes-tört felírható két egész szám hányadosaként. 

Def: A nem periodikus végtelen tizedes-törteket irracionális számoknak nevezzük. 

Jele: Q
*
. 

Az irracionális számok nem írhatók fel két egész szám hányadosaként. 

Def: A végtelen tizedes-törtekkel megadható számokat valós számoknak nevezzük. 

Jele: R. 
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SZÁMEGYENES 

 
 A számegyenesen minden valós számnak megfelel egy pont. 

 A számegyenes bármely pontjának megfelel egy valós szám. 

 

 

  

 

 

 

Def: Egy valós szám abszolutértékének nevezzük a következő valós számot: 

 

                              𝑎 = {
𝑎, ℎ𝑎 𝑎 > 0
0, ℎ𝑎 𝑎 = 0

−𝑎, ℎ𝑎 𝑎 < 0
 

 

 
 

SZÁMHALMAZOK 

 
 N: természetes számok 

 Z: egész számok 

 Q: racionális számok 

 Q*:irracionális számok 

 R: valós számok 

𝐍 ⊂ 𝐙 ⊂ 𝐐 ⊂ 𝐑 

𝐐 ∪ 𝐐∗ = 𝐑 

𝐐 ∩ 𝐐∗ = {} 

 

 

 

 

 

 

  

       -2          -1         0           1 2   3  

 

N 

Z 

Q 

R 
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4. 

 

Műveleti tulajdonságok a valós számok halmazán 
 

 

1. Az összeadás, illetve a szorzás kommutatív (felcserélhető) tulajdonságú művelet: 

 a + b = b + a ;   a ∙ b = b ∙ a;     a, b   R. 

Összeadásnál tagok, szorzásnál tényezők vannak. 

2. Az összeadás, illetve a szorzás asszociatív (átcsoportosítható) tulajdonságú művelet: 

 ( a + b ) + c = a + ( b + c ); (a ∙  b) ∙ c  = a ∙ (b ∙ c );  a, b, c   R. 

Több tag összeadásakor a tagok, több tényező szorzásakor a tényezők tetszés szerint 

csoportosíthatók. 

3. A valós számok szorzása az összeadásra nézve disztributív (széttagolható) 

tulajdonságú művelet: 

 ( a + b ) ∙ c = a ∙ c + b ∙ c;   a, b, c   R. 

  → zárójel felbontás  

  ← kiemelés 

 ( a + b) ∙ (c + d ) = a ∙ c + b ∙ c + a ∙ d + b ∙ d. 

Többtagú kifejezésnek többtagúval történő szorzásakor az eredetivel azonos kifejezést 

kapunk, ha az egyik tényező minden tagját megszorozzuk a másik tényező minden 

tagjával és ezeket a szorzatokat összeadjuk. 

 

A természetes számok halmaza az összeadásra és szorzásra nézve zárt. 

A kivonás kivezet a természetes számok halmazából. Az egész számok halmaza a 

kivonásra nézve zárt. 

Az osztás kivezet az egész számok halmazából. A racionális számok halmaza az 

osztásra nézve zárt. 
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4. Betűs kifejezésekkel egyszerűen írhatók fel a törtszámokra vonatkozó műveleti 

szabályok: 

a. bővítés – egyszerűsítés: 

 
cb

ca

b

a




 ;  b, c ≠ 0. 

b. összeadás: 

 
c

ba

c

b

c

a 
 ; c ≠ 0. 

c. szorzás: 

 
cb

ca

d

c

b

a




 ;  b, d ≠ 0. 

d. osztás: 

 
cb

da

c

d

b

a

d

c

b

a




 ;  b, c, d ≠ 0. 
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5. 

 

OSZTHATÓSÁG 

 

Def: Az a, b természetes számok esetén az a számot a b szám osztójának nevezzük, ha van 

olyan q természetes szám, melyre fennáll az 𝑎 ∙ 𝑞 = 𝑏 egyenlőség. 

Jele: a b; a,b  N. 

Tulajdonságai: 

1. a a: azaz minden szám osztható önmagával. (a  N) 

2. Tranzitív tulajdonságú: azaz ha ac és cb, akkor ab. 

3. Ha egy szám külön-külön osztója két számnak, akkor összegüknek (különbségüknek) 

is osztója: a/b és a/c 𝑎 (𝑏 ± 𝑐)  (b  c). 

4. Ha egy szám osztója egy kéttagú összegnek, és osztója az egyik tagjának, akkor a 

másik tagjának is osztója: a/(b+c) és a/b  a/c . 

5. Ha egy a szám osztója egy b számnak, akkor a b szám többszörösének is osztója.  

a/b  a/b c. 

Általánosan: a/b és c/d 𝑎 ∙ 𝑐 𝑏 ∙ 𝑑. 

6. Ha a/1, akkor a = 1. 

7. Ha a/b és b/a  a = b 

8. Bármely természetes szám esetén a/ 0, mivel 0a = 0. 

 

Egy szám 1-en és önmagán kívüli osztóit a szám valódi osztóinak nevezzük. 

 

Def: Az a egész szám többszöröse a b egész számnak, ha található olyan k egész szám, 

melyre teljesül az a = kb egyenlőség. 

 

 

PRÍMSZÁM, ÖSSZETETT SZÁM 

 

Def: Azokat az 1-nél nagyobb természetes számokat, amelyeknek pontosan két osztójuk van 

(egy és önmaga), prímszámoknak nevezzük. 
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(Pl: 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, ...) 

Végtelen sok prímszám van. 

Def: Azokat az 1-nél nagyobb természetes számokat, amelyeknek kettőnél több osztójuk van, 

összetett számoknak nevezzük. (Ezeknek a számoknak van valódi osztójuk.) 

Az 1 nem prímszám és nem összetett szám. 

 

A számelmélet alaptétele 

 

Tétel: Bármely összetett szám, a tényezők sorrendjétől eltekintve, egyértelműen felírható 

prímszámok szorzataként. 

 

Legnagyobb közös osztó 

 

Def: Az  a és b pozitív egész számok legnagyobb közös osztója az a pozitív d szám, amely 

osztója az a és b számoknak, és ha d* egy másik osztója az a és b számoknak, akkor d* valódi 

osztója a d-nek is. 

(Azaz d a közös osztók közül a legnagyobb.) 

Jelölése: (a, b) = d 

Természetesen a legnagyobb közös osztó több szám esetén is értelmezhető. 

 

Def: Ha két vagy több szám legnagyobb közös osztója 1, akkor ezeket a számokat relatív 

prímeknek nevezzük. 

A legnagyobb közös osztó meghatározása: 

A vizsgált számok mindegyikét prímtényezők szorzatára bontjuk, majd megkeressük a közös 

prímtényezőket, és a legkisebb hatványkitevőjű közös prímtényezőket összeszorozzuk. 

 

Pl: a = 2
2
 ∙ 3 ∙ 5

3
 

 b = 2 ∙ 3
2
 ∙ 7   (a, b) = 2 ∙ 3 
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Legkisebb közös többszörös 

  

Def: Az a és b pozitív egész számok legkisebb közös többszöröse az a k pozitív egész szám, 

amely többszöröse az  a és b számoknak, és ha k* egy másik többszöröse a vizsgált 

számoknak, akkor k* többszöröse a k-nak is.  

(Azaz a közös pozitív többszörösök közül k a legkisebb.) 

Jelölése: [ a, b] = k 

Természetesen legkisebb közös többszörös több szám esetén is értelmezhető.  

 

A legkisebb közös többszörös meghatározása: 

A vizsgált számok mindegyikét prímtényezők szorzatára bontjuk, és az összes prímtényezőt 

az előforduló legnagyobb hatványon összeszorozzuk. 

Pl: a = 2
2
 ∙ 3 ∙ 5

3
 

 b = 2 ∙ 3
2
 ∙ 7   [a, b] = 2

2
 ∙ 3

2
 ∙ 5

3
 ∙ 7 

 

Tétel: (a, b) ∙ [ a, b] = a ∙ b 

  



12 

 

Oszthatósági szabályok 
 

 2, 5, 10: Egy természetes szám akkor és csak akkor osztható 2-vel, 5-tel és 10-zel, ha 

az utolsó számjegye osztható 2-vel, 5-tel, 10-zel. 

 4, 25, 50, 100: Egy természetes szám akkor és csak akkor osztható 4-gyel, 25-tel, 50-

nel, 100-zal, ha az utolsó két számjegyéből álló szám osztható 4-gyel, 25-tel, 50-nel, 

100-zal. 

 8, 125, 1000: Egy természetes szám akkor és csak akkor osztható 8-cal, 125-tel, 1000-

rel, ha az utolsó három számjegyéből álló szám osztható 8-cal, 125-tel, 1000-rel. 

 3, 9: Egy természetes szám akkor és csak akkor osztható 3-mal, 9-cel, ha a 

számjegyeinek összege osztható 3-mal, 9-cel. 

 

Tétel: Ha a ∕ c és b ∕ c, valamint (a, b) = 1, akkor a ∙ b ∕ c, azaz ha egy számnak két olyan 

osztója van, amelyek relatív prímek, akkor a számnak osztója a két osztó szorzata is. 

 

A fenti tétel lehetőséget ad további oszthatósági szabályok megfogalmazására. 

Pl:  Egy természetes szám akkor és csak akkor osztható 6-tal, ha osztható 2-vel és 3-mal. 

 Egy természetes szám akkor és csak akkor osztható 15-tel, ha osztható 3-mal és 5-tel. 

 Egy természetes szám akkor és csak akkor osztható 12-vel, ha osztható 3-mal és 

4-gyel.  (A 2-vel és 6-tal történő felbontás azért nem jó, mert 2 és 6 nem relatív 

 prímek.) 

 

Betűs kifejezések esetén is beszélhetünk legnagyobb közös osztóról és legkisebb közös 

többszörösről, de itt az algebrai kifejezések tényezőkre bontását kell felírni. 
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6. 

 

SZÁMRENDSZEREK 

 

Def: Ha egy pozitív x számot 1 és 10 közé eső szám (1 N  10) és 10 valamely egész 

kitevőjű hatványának szorzataként írjuk fel, akkor azt mondjuk, hogy a számot a 

normálalakjával adtuk meg: 

 x = N  10
k
;  k  Z 

A 10 hatványkitevője az adott szám nagyságrendjére utal, ezért a kitevőt az adott szám 

karakterisztikájának nevezzük. 

 

A tízes számrendszer: 

A 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 számjegyekkel bármely valós szám felírható a tízes 

számrendszerben: 

𝑎𝑛 ∙ 10𝑛 + 𝑎𝑛−1 ∙ 10𝑛−1 + ⋯ + 𝑎1 ∙ 101 + 𝑎0 ∙ 100 + 𝑎−1 ∙ 10−1 + ⋯ + 𝑎−𝑚 ∙ 10−𝑚 

Ennek a számrendszernek az alapszáma a tíz, ezért nevezzük tízes számrendszernek. A 

helyiértékek rendre a 10 egész kitevős hatványai: 

10
8
: százmilliós    10

-1
: tized 

10
7
: tízmilliós     10

-2
: század 

10
6
: milliós     10

-3
: ezred 

10
5
: százezres     10

-4
: tízezred 

10
4
: tízezres     10

-5
: százezred 

10
3
: ezres     10

-6
: milliomod 

10
2
: százas 

10
1
: tízes 

10
0
: egyes 

 

   milliók          ezrek       egyesek     tizedestörtek 

      

10
8
  10

7
  10

6
  10

5
  10

4
  10

3
  10

2
  10

1
  10

0
;   10

-1
, 10

-2
, 10

-3
,... 
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A kettes számrendszer 

 

Ha a számrendszer alapszámának a kettőt választjuk, akkor a számok leírásához elegendő két 

számjegy: a 0 és az 1. 

A szám általános alakja: 

𝑎𝑛 ∙ 2𝑛 + 𝑎𝑛−1 ∙ 2𝑛−1 + ⋯ + 𝑎1 ∙ 21 + 𝑎0 ∙ 20 + 𝑎−1 ∙ 2−1 + ⋯ + 𝑎−𝑚 ∙ 2−𝑚 

 

EGÉSZEK:       TÖRTEK: 

2
8
: kettőszázhetvenhatos    2

-1
: ketted 

2
7
: százhuszonnyolcas    2

-2
: negyed 

2
6
: hatvannégyes     2

-3
: nyolcad 

2
5
: harminckettes     2

-4
: tizenhatod 

2
4
: tizenhatos      2

-5
: harmincketted 

2
3
: nyolcas      2

-6
: hatvannegyed 

2
2
: négyes 

2
1
: kettes 

2
0
: egyes 

 

Hasonlóan használhatunk más számrendszereket is. 
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7. 

 

ALGEBRAI KIFEJEZÉSEK 
 

A betűs kifejezések a matematikának olyan eszközei, amelyek megkönnyítik a matematikai 

állítások, matematikai problémák leírását, megoldását. Egy – egy matematikai probléma 

általánosítása esetén használunk sokszor betűket. Ezeket a problémától függően nevezhetjük 

változónak, határozatlannak vagy ismeretlennek. A betűs kifejezések használatakor minden 

esetben fontos megadnunk, hogy az általunk használt betűk mely számhalmaz elemeit 

helyettesítik. Ez a számhalmaz az alaphalmaz. 

 

Ha a négy alapműveletet számokra és (számokat jelentő) betűkre véges sokszor alkalmazzuk, 

akkor algebrai kifejezést kapunk. Az algebrai kifejezésben előforduló betűket nevezzük 

változóknak, ezek valamilyen alaphalmaz elemeit helyettesítik. (Ha nem adunk meg más 

halmazt, akkor az alaphalmaz a valós számok halmaza: R.) A változók szorzótényezőiként 

előforduló számok az együtthatók.  Egyváltozós kifejezésről beszélünk, ha abban csak egy 

betű szerepel. A több különböző betűt tartalmazó kifejezést többváltozós kifejezésnek 

nevezzük: 

   Egyváltozós kifejezés: 7k + 3; 2k; 

 Kétváltozós kifejezés: ab; 2(a+b) 

Ha az algebrai kifejezésben a változók helyére konkrét számokat helyettesítünk az 

alaphalmazból, akkor a műveletek elvégzése után egy számot, a kifejezés helyettesítési 

értékét kapjuk.  

 

Egytagú algebrai kifejezésről beszélünk, ha a kifejezésben a számok és betűk a szorzás 

műveletével vannak összekapcsolva.  

 Pl.: 5∙a, 3,8∙xyz. 

Többtagú algebrai egész kifejezésnek vagy polinomnak nevezzük az egytagú algebrai 

kifejezések összegét. 

 Pl.: 3x + 5ab. 

Azokat az egytagú algebrai kifejezéseket, amelyek legfeljebb csak együtthatóikban 

különböznek egymástól, azaz ugyanazok a betűk szerepelnek bennük és minden betű 

ugyanarra a hatványra van emelve, egynemű algebrai kifejezésnek nevezzük. 
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 Pl.: 5a, 12,6a vagy 3x
2
y, 

3

2
 x

2
y. 

Algebrai egész kifejezésről beszélünk, ha az algebrai kifejezésben nincs tört, vagy az 

előforduló tört nevezőjében nincs változó. Algebrai törtkifejezésről beszélünk, ha az algebrai 

kifejezésben előforduló tört nevezőjében van változó. 

Két polinom hányadosa algebrai tört lesz. 

Egy algebrai tört értelmezési tartományán a valós számok halmazának azt a legbővebb 

részhalmazát értjük, amelyek elemeit a változó helyére írva a kifejezésben szereplő műveletek 

elvégezhetőek. ( A 0-val való osztás nem értelmezhető.) 

 

 Ha az egytagú egész kifejezésben egyetlen betű szerepel, akkor annak fokszámát a 

hatványkitevője határozza meg. 

 Ha az egytagú egész kifejezésben több betű szerepel, akkor az egytagú fokszámának a 

benne szereplő betűk hatványkitevőinek az összegét nevezzük. 

 A többtagú egész kifejezés fokszáma a legmagasabb fokszámú tagjának a fokszáma. 

Pl:  3x
2
: másodfokú 

 3x
2
y: harmadfokú 

 3x
2
 + 3x

2
y: harmadfokú 

 

A többtagú egészkifejezést polinomnak is nevezzük. Két polinom hányadosát algebrai törtnek 

mondjuk. 
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8. 

 

NEVEZETES AZONOSSÁGOK 

 

1.    (𝑎 + 𝑏)2 = 𝑎2 + 2𝑎𝑏 + 𝑏2 

2.    (𝑎 − 𝑏)2 = 𝑎2 − 2𝑎𝑏 + 𝑏2 

3.    (𝑎 + 𝑏)3 = 𝑎3 + 3𝑎2𝑏 + 3𝑎𝑏2 + 𝑏3 

4.    (𝑎 − 𝑏)3 = 𝑎3 − 3𝑎2𝑏 + 3𝑎𝑏2 − 𝑏3 

5.    𝑎2 − 𝑏2 = (𝑎 + 𝑏)(𝑎 − 𝑏) 

6.    𝑎3 − 𝑏3 = (𝑎 − 𝑏)(𝑎2 + 𝑎𝑏 + 𝑏2) 

7.    𝑎3 + 𝑏3 = (𝑎 + 𝑏)(𝑎2 − 𝑎𝑏 + 𝑏2) 

8.    𝑎4 − 𝑏4 = (𝑎 − 𝑏)(𝑎3 + 𝑎2𝑏 + 𝑎𝑏2 + 𝑏3) 

9.    𝑎5 − 𝑏5 = (𝑎 − 𝑏)(𝑎4 + 𝑎3𝑏 + 𝑎2𝑏2 + 𝑎𝑏3 + 𝑏4) 

10.    𝑎5 + 𝑏5 = (𝑎 + 𝑏)(𝑎4 − 𝑎3𝑏 + 𝑎2𝑏2 − 𝑎𝑏3 + 𝑏4) 

11.    𝑎𝑛 − 𝑏𝑛 = (𝑎 − 𝑏)(𝑎𝑛−1 + 𝑎𝑛−2𝑏 + 𝑎𝑛−3𝑏2 + ⋯ + 𝑎2𝑏𝑛−3 + 𝑎𝑏𝑛−1 + 𝑏𝑛−1) 

12.    𝑎2𝑘+1 + 𝑏2𝑘+1 = (𝑎 + 𝑏)(𝑎2𝑘 − 𝑎2𝑘−1𝑏 + 𝑎2𝑘−2𝑏2 − ⋯ + 𝑎2𝑏2𝑘−2 − 𝑎𝑏2𝑘−1 +

𝑏2𝑘) 

13.    𝑎 − 𝑏 𝑎2⁄ − 𝑏2 

14.    𝑎 + 𝑏 𝑎2⁄ − 𝑏2 

15.    𝑎 − 𝑏 𝑎𝑛⁄ − 𝑏𝑛 , ℎ𝑎 𝑛 ∈ 𝑵 

16.    𝑎 + 𝑏 𝑎𝑛⁄ + 𝑏𝑛 , ℎ𝑎 𝑛 = 2𝑘 + 1, 𝑘 ∈ 𝑵 

17.    𝑎 + 𝑏 𝑎𝑛⁄ − 𝑏𝑛 , ℎ𝑎 𝑛 = 2𝑘, 𝑘 ∈ 𝑵 
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9. 

HATVÁNY, GYÖK, LOGARITMUS 

Hatványok 

Pozitív egész kitevőjű hatványok 

Def: 𝑎1 = 𝑎, 𝑎 ∈ 𝑹, azaz bármelyszám első hatványa önmaga. 

𝑎𝑛 = 𝑎 ∙ 𝑎 ∙ … ∙ 𝑎 , 𝑎 𝜖 𝑹, 𝑛 ∈ 𝑵 ∖ {0,1}.  

Bármely számot, ha a kitevője 1-nél nagyobb egész szám, annyiszor vesszük szorzótényezőül, 

ahányszor a kitevője mutatja. 

Azonosságok: 

1.      𝑎𝑛 ∙ 𝑎𝑚 = 𝑎𝑛+𝑚   𝑎 𝜖 𝑹, 𝑛, 𝑚 ∈ 𝑵+ 

Azonos alapú hatványokat úgy is szorozhatunk, hogy az alapot a kitevők összegére emeljük. 

(A szorzás és hatványozás műveleti sorrendje felcderélhető.) 

2.      
𝑎𝑛

𝑎𝑚 = 𝑎𝑛−𝑚    𝑎 𝜖 𝑹, 𝑎 ≠ 0, 𝑛, 𝑚 ∈ 𝑵+, 𝑛 > 𝑚        

Azonos alapú hatványokat úgy is oszthatunk, hogy az alapot a számláló és a nevező 

hatványkitevőjének különbségére emeljük. (Az osztás és hatványozás műveleti sorrendje 

felcserélhető.) 

3.     (𝑎𝑛)𝑚 = 𝑎𝑛∙𝑚       𝑎 𝜖 𝑹, 𝑛, 𝑚 ∈ 𝑵+ 

Hatványt úgy is hatványozhatunk, hogy az alapot a kitevők szorzatára emeljük. 

4.     (𝑎 ∙ 𝑏)𝑛 = 𝑎𝑛 ∙ 𝑏𝑛      𝑎, 𝑏 𝜖 𝑹, 𝑛 ∈ 𝑵+ 

Szorzatot tényezőnként, külön - külön is hatványozhatunk. Azonos kitevőjű hatványok 

szorzata egyenlő az alapok szorzatának ugyanilyen kitevőjű hatványával. 

5.     (
𝑎

𝑏
)

𝑛

=
𝑎𝑛

𝑏𝑛       𝑎, 𝑏 𝜖 𝑹, 𝑏 ≠ 0  𝑛 ∈ 𝑵+ 

Hányados hatványozásánál külön-külön hatványozhatjuk a számlálót és a nevezőt. Azonos 

kitevőjű hatványok hányadosa egyenlő az alapok hányadosának ugyanilyen kitevőjű 

hatványával. 
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Egész kitevőjű hatványok 

Def:  𝑎0 = 1, 𝑎 ∈ 𝑹, 𝑎 ≠ 0 

Bármely 0-tól különböző valós szám 0 kitevőjű hatványa 1. 

Def: 𝑎−𝑛 =
1

𝑎𝑛  ,   𝑎 ≠ 0; 𝑛 ∈ 𝑵+. 

Bármely 0-tól különböző valós szám negatív egész kitevőjű hatványa az alap ellentett 

kitevővel vett hatványának reciproka. 

A hatványozást a permanencia-elv alapján bővítettük, azaz a korábban bevezetett műveleti 

tulajdonságok továbbra is érvényben maradnak. 

 

Törtkitevőjű hatványok 

Def: Egy pozitív a szám 
𝑚

𝑛
  -edik hatványa az a alap m-edik hatványából vont n-edik gyöke:     

𝑎
𝑚

𝑛 = √𝑎𝑚𝑛
   𝑎 > 0; 𝑚 ∈ 𝒁, 𝑛 ∈ 𝑵+ ∖ {1} 

 

Irracionális kitevőjű hatványok 

Az irracionális kitevőjű hatványok értelmezésének alapgondolata az, hogy a valós számok 

halmazára kiterjesztett értelmezési tartományon az exponenciális függvény monoton 

maradjon. 

Belátható, hogy az így értelmezett irracionális kitevőjű hatványok is eleget tesznek a 

korábban bevezetett azonosságoknak. 

 Pl: 𝑎𝛼 ∙ 𝑏𝛼 = (𝑎 ∙ 𝑏)𝛼     vagy   𝑎𝛼 ∙ 𝑎𝛽 = 𝑎𝛼+𝛽    𝑎 > 0;  𝛼, 𝛽, ∈ 𝑹 
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Gyökök 

A négyzetgyök 

Def: Valamely a nemnegatív valós szám négyzetgyöke olyan nemnegatív valós szám, 

amelynek a négyzete az a szám. 

  √𝑎
2

= 𝑎;    𝑎 ≥ 0, √𝑎 ≥ 0 

  √𝑎2 = |𝑎| 

Azonosságok: 

1. √𝑎 ∙ √𝑏 = √𝑎 ∙ 𝑏   𝑎 ≥ 0 é𝑠 𝑏 ≥ 0. 

Szorzat négyzetgyökét felírhatjuk a tényezők négyzetgyökének szorzataként is. 

2. √
𝑎

𝑏
=

√𝑎

√𝑏
   𝑎 ≥ 0 é𝑠 𝑏 > 0. 

Tört négyzetgyöke felírható a számláló és a nevező négyzetgyökének hányadosaként. 

3. √𝑎𝑛 = (√𝑎)
𝑛

   𝑎 ≥ 0 é𝑠 𝑛 ∈ 𝒁. 

Hatvány négyzetgyökét felírhatjuk az alap négyzetgyökének hatványaként.    

 

Tétel: A √2 irracionális szám. 

 

Az n-edik gyök  

Def: Ha a gyökkitevő páros szám, azaz n = 2k (kN
+
) alakú, akkor valamely nemnegatív 

valós a szám 2k-adik gyöke olyan nemnegatív valós szám, melynek 2k-adik hatványa a. 

Def: Ha a gyökkitevő páratlan szám, azaz n = 2k+1 (kN
+
) alakú, akkor valamely valós a 

szám 2k+1-edik gyöke olyan valós szám, melynek 2k+1-edik hatványa a. 

Azonosságok: 

1. √𝑎
𝑛

∙ √𝑏
𝑛

= √𝑎 ∙ 𝑏
𝑛

  𝑎 é𝑠 𝑏 𝑛 értékétől függ. 

Szorzat n-edik gyökét felírhatjuk a tényezők n-edik gyökének szorzataként is, azaz a szorzás 

és gyökvonás műveleti sorrendje felcserélhető. 

2. √
𝑎

𝑏

𝑛
=

√𝑎
𝑛

√𝑏
𝑛    𝑎 é𝑠 𝑏 𝑛 értékétől függ (𝑏 ≠ 0). 

Tört n-edik gyöke felírható a számláló és a nevező n-edik gyökének hányadosaként, azaz az 

osztás és gyökvonás műveleti sorrendje felcserélhető. 

3. √𝑎𝑘𝑛
= ( √𝑎

𝑛 )
𝑘

   𝑎 értéke 𝑛 − től függ, 𝑘 ∈ 𝒁. 

A k-adik hatvány n-edik gyökét felírhatjuk az alap n-edik gyökének k-adik hatványaként.   

4. √ √𝑎
𝑘𝑛

= √𝑎
𝑛∙𝑘

  𝑎 𝑛 é𝑠 𝑘 értékétől függ, 𝑛, 𝑘 𝜖 𝑵+ ∖ {𝟏} . 

Gyöknek a gyökét felírhatjuk úgy is, hogy a gyök alatti kifejezésből olyan gyököt vonunk, 

amelynek a kitevője az eredeti gyökkitevők szorzata. 
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Logaritmus 

 

A logaritmus fogalma 

A matematika fejlődése során egy számnak egy adott alapra vonatkozó kitevőjét 

logaritmusnak nevezték el. 

Def: A b pozitív szám a alapú (0  a, a  1)logaritmusának nevezzük azt a kitevőt, amelyre a 

- t emelve b - t kapunk.  

𝑎𝑙𝑜𝑔𝑎𝑏 = 𝑏   𝑎 > 0, 𝑎 ≠ 1, 𝑏 > 0) 

 

Azonosságok: 

1. 𝑙𝑜𝑔𝑎(𝑏 ∙ 𝑐) = 𝑙𝑜𝑔𝑎𝑏 + 𝑙𝑜𝑔𝑎𝑐. 

Szorzat logaritmusa egyenlő a tényezők logaritmusának összegével. 

 

2. 𝑙𝑜𝑔𝑎 (
𝑏

𝑐
) = 𝑙𝑜𝑔𝑎𝑏 − 𝑙𝑜𝑔𝑎𝑐. 

Hányados logaritmusa egyenlő a számláló logaritmusának és a nevező logaritmusának 

különbségével. 

 

3. 𝑙𝑜𝑔𝑎𝑏𝑘 = 𝑘 ∙ 𝑙𝑜𝑔𝑎𝑏. 

Hatvány logaritmusa egyenlő az alap logaritmusának és a kitevőnek a szorzatával. 

 

4. 𝑙𝑜𝑔𝑎 √𝑏
𝑛

=
𝑙𝑜𝑔𝑎𝑏

𝑛
. 

Gyök logaritmusa egyenlő a gyök alatti kifejezés logaritmusának és a gyökkitevőnek a 

hányadosával. 

 

5. 𝑙𝑜𝑔𝑏𝑘 =
𝑙𝑜𝑔𝑎𝑘

𝑙𝑜𝑔𝑎𝑏
. 

Egy szám új alapú logaritmusát megkapjuk, ha a szám régi alapú logaritmusát elosztjuk az új 

alap régi alapú logaritmusával. 

 

6. 𝑙𝑜𝑔𝑏𝑎 =  
1

𝑙𝑜𝑔𝑎𝑏
. 

Egy adott szám valamilyen alapú logaritmusa egyenlő az alap és a szám felcserélésével kapott 

logaritmusának reciprokával. 
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10. 

 

EGYENLETEK 
 

 

A logikában az olyan kijelentő mondatokat, amelyekről egyértelműen el lehet dönteni, hogy 

igazak vagy hamisak, kijelentéseknek vagy állításoknak – ítéleteknek – nevezzük.  

A kijelentések logikai értéke: i (igaz) vagy h (hamis). 

 

Az egyenlet olyan logikai függvény, amelynek értelmezési tartománya egy számhalmaz, 

értékkészlete pedig az igaz, hamis logikai értékek.  

 

    Nyitott mondatok 

 

 

Az egyenlet két matematikai kifejezés (vagy függvény) egyenlőségjellel összekötve. 

  Pl.  3x +8 = 5x + 2 

Értelmezhetünk egyenlőtlenségeket is: ≠; <; ≤; ≥; >. 

Az egyenlet alaphalmaza, értelmezési tartománya az a számhalmaz, amelyben a megoldásokat 

keressük. A megoldásokat gyököknek nevezzük. 

Az ismeretlenek számát tekintve beszélhetünk egyismeretlenes, kétismeretlenes, … 

többismeretlenes egyenletekről. 

Ha az egyenletben csak betűs egész kifejezések vannak, akkor az egyenlet az ott levő 

ismeretlen (ismeretlenek) fokszáma szerint elsőfokú, másodfokú, … , egyenletek. Az ilyen 

egyismeretlenes egyenletek az ismeretlen fokszáma alapján rendezett alakra hozhatók: 

 0 bxa ; 

 02  cxbxa ; … 

 0... 01

1

1  

 axaxaxa n

n

n

n . 

Ezeket az egyenleteket összefoglaló néven algebrai egyenleteknek nevezzük. 

4x = 12 

i
i. h 
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Def: Két egyenletet a gyökökre nézve ekvivalenseknek nevezzük, ha igazságalmazuk 

megegyezik. (A gyökeik azonosak.) 

 

Def:Azokat az átalakításokat nevezzük ekvivalens átalakításoknak, amelyek során az eredeti 

egyenlettel a gyökökre nézve ekvivalens egyenleteket kapunk. 

 

A leggyakrabban előforduló ekvivalens átalakítások 

 

1. Az egyenlet mindkét oldalához ugyanazt a számot, ismeretlent, algebrai kifejezést 

hozzáadjuk, vagy mindkét oldalból kivonjuk. 

2. Az egyenlet mindkét oldalát ugyanazzal a 0-tól különböző számmal, ismeretlennel, 

algebrai kifejezéssel szorozzuk vagy osztjuk. 

3. Akkor vonhatunk négyzetgyököt, ha mindkét oldal pozitív.  

4. Akkor hatványozhatunk páros kitevőre, ha mindkét oldal azonos előjelű. 

 

 

Hamis gyökök 

 

Def: Ha olyan típusú átalakításokat alkalmazunk az egyenlet megoldása során, amelyek miatt 

az igazsághalmaz bővül, azaz olyan gyököket kapunk, amelyek az eredeti egyenletnek nem 

megoldásai, akkor ezeket hamis gyököknek nevezzük. 

Szöveges feladatoknál előfordul, hogy bár mindvégig ekvivalens átalakításokat végeztünk, a 

kapott gyökök mindegyike mégsem megoldás, mert például nem értelmezhető. A szöveges 

feladatok megoldását a szöveg szerint kell ellenőrizni. 

 

Def: Ha olyan típusú átalakításokat alkalmazunk az egyenlet megoldása során, amelyek miatt 

az igazsághalmaz szűkül, azaz olyan gyököket nem kapunk meg, amelyek az eredeti 

egyenletnek gyökei voltak, akkor gyökvesztésről beszélünk.  
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11. 

 

Az egyenlet megoldási módszerei 
 

1. Grafikus módszer: 

Az egyenlet mindkét oldalát egy-egy függvénynek tekintjük, amelyeket ugyanabban a 

derékszögű koordináta-rendszerben ábrázoljuk. Ha a függvények grafikonjai metszik 

egymást, akkor a metszéspontok első koordinátái adják a megoldást. (A második 

koordináta az ellenőrzés során kapott helyettesítési értéket adja.) 

Hátránya: ha a gyökök nem egész számok, akkor a megoldás meghatározása pontatlan 

lehet. 

2. Alaphalmaz vizsgálata: 

Vannak olyan egyenletek, amelyek gyökeinek meghatározását megkönnyíti az alap-

halmaz vizsgálata. 

Pl. 53  xx  

        3x  és x5   

Itt az igazsághalmaz üres halmaz, azaz az egyenletnek nincs megoldása a valós 

számok halmazán. 

3. Értékkészlet szerepe az egyenlet megoldásában: 

Pl.     022
22
 yxx  

A jobb oldal 0, ezért a bal oldalnak is nullának kell lennie. Ez csak akkor lehetséges, 

ha mindkét tag nulla a bal oldalon. (Két négyzetszám összege akkor és csakis akkor 0, 

ha a számok nullával egyenlők.) 

Tehát: x = 2 és 2∙2 – y = 0, azaz y = 4. 

Van olyan egyenlet, amelynél az értelmezési tartomány és értékkészlet együttes 

vizsgálata vezet az egyenlet gyors és egyszerű megoldásához. 

4. Szorzattá alakítás: 

Ha az egyenlet minden tagjában az egyik tényező megegyezik, akkor ez a tényező 

kiemelhető. Így az egyenlet nullára rendezhető az azonos tényező kiemelésével. Egy 

szorzat akkor és csakis akkor egyenlő nullával, ha valamelyik tényezője nullával 

egyenlő. Pl: 

    

     03143

3143

2

2





xxxx

xxxx
  (𝑥 + 3)(𝑥2 − 4𝑥 + 4) = 0 

     (𝑥 + 3)(𝑥 − 2)2 = 0 𝑥1 = −3; 𝑥2 = 𝑥3 = 2 
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5. Egyenletrendezés mérlegelvvel: 

Itt az egyenletrendezés során az a célunk, hogy az ismeretlent kifejezzük: 

 zárójel felbontás; a kijelölt műveletek elvégzése 

 ahhoz, hogy a törtek helyett egész kifejezésekkel tudjunk dolgozni, az egyenletet 

mindkét oldalát megszorozzuk a nevezők legkisebb közös többszörösével 

 az ismeretlent tartalmazó tagokat az egyenlet egyik oldalára, az ismert számokat az 

egyenlet másik oldalára rendezzük 

 összevonunk; kifejezzük az ismeretlent. 

 

Paraméteres egyenletek 

 

A paraméteres egyenlet olyan egyenlet, amelyben az ismeretlenen kívül más betű is szerepel, 

de ezt a másik betűt mindvégig úgy kezeljük, mint egy ismert számot. Ezt a megadottnak 

tekintett betűt paraméternek, az egyenletet paraméteres egyenletnek nevezzük. A 

paraméteres egyenlettel együtt megadjuk azt is, hogy melyik betű jelöli a paramétert. 
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12. 

MÁSODFOKÚ EGYENLETEK 

 

A másodfokú egyenlet rendezett alakja: 

𝑎 ∙ 𝑥2 + 𝑏 ∙ 𝑥 + 𝑐 = 0 

ahol 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑹, a ≠ 0. 

A megoldóképlet:  𝑥1,2 =
−𝑏±√𝑏2−4𝑎𝑐

2𝑎
 

A 𝑏2 − 4𝑎𝑐 kifejezés előjele nagyon fontos, ezért ennek a kifejezésnek önálló nevet is adunk: 

diszkrimináns. Jele: D. (Diszkrimináns: meghatározó, döntő.) 

   D = 𝑏2 − 4𝑎𝑐- 

Azt, hogy az egyenletnek van-e valós gyöke, a diszkrimináns határozza meg. 

 Ha D  0, akkor nincs valós gyök; 

 Ha D = 0, akkor a két valós gyök egyenlő: 𝑥1 = 𝑥2 =  −
𝑏

2𝑎
; 

 Ha D  0, akkor két különböző valós gyök van. 

 

1. Ha b = 0, akkor  𝑎 ∙ 𝑥2 + 𝑐 = 0  𝑥2 = −
𝑐

𝑎
. 

Ha −
𝑐

𝑎
> 0, akkor van az egyenletnek valós gyöke: 𝑥1 = √−

𝑐

𝑎
 𝑖𝑙𝑙𝑒𝑡𝑣𝑒 𝑥2 = −√−

𝑐

𝑎
. 

2. Ha c = 0, akkor  𝑎 ∙ 𝑥2 + 𝑏 ∙ 𝑥 = 0 

   𝑥(𝑎 ∙ 𝑥 + 𝑏) = 0 

   𝑥1 = 0, 𝑖𝑙𝑙𝑒𝑡𝑒𝑣 𝑥2 = −
𝑏

𝑎
. 

Az ilyen egyenleteknek mindig két különböző gyökük van, és az egyik gyök mindig nulla. 
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A gyöktényezős alak 

A másodfokú egyenlet rendezett alakja: 

𝑎 ∙ 𝑥2 + 𝑏 ∙ 𝑥 + 𝑐 = 0 

ahol 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑹, a ≠ 0. 

A megoldóképlet levezetése során juthatunk el  a következő szorzat alakhoz: 

𝑎 (𝑥 −
−𝑏 + √𝑏2 − 4𝑎𝑐

2𝑎
) (𝑥 −

−𝑏 − √𝑏2 − 4𝑎𝑐

2𝑎
) = 0 

Ha ebbe az egyenletbe a két gyököt a szokásos x1 illetve x2 jelöléssel írjuk be, akkor az 

𝑎(𝑥 − 𝑥1)(𝑥 − 𝑥2) = 0 

alakhoz jutunk. Ezt az összefüggést nevezzük a másodfokú egyenlet gyöktényezős alakjának. 

Minden olyan másodfokú egyenlet felírható gyöktényezős alakban, amelynek a diszkri-

minánsa nemnegatív. Az (𝑥 − 𝑥1) illetve az (𝑥 − 𝑥2) tényezőket gyöktényezőknek mondjuk. 

Ha megadunk két számot, x1 -et és x2-t, akkor felírhatunk egy olyan másodfokú egyenletet, 

amelynek a két gyöke a két adott szám. (Az így kapott egyenlet megszorozható bármely 0-tól 

különböző "a" számmal.) 

Alkalmazás: pl. algebrai törtek egyszerűsítése. 

 

Viéte-formulák 

A másodfokú egyenlet rendezett és gyöktényezős alakja (𝑎 ≠ 0): 

𝑎 ∙ 𝑥2 + 𝑏 ∙ 𝑥 + 𝑐 = 0  𝑎(𝑥 − 𝑥1)(𝑥 − 𝑥2) = 0 

   

𝑎 (𝑥2 +
𝑏

𝑎
𝑥 +

𝑐

𝑎
) = 0 

 𝑎[𝑥2 − (𝑥1 + 𝑥2)𝑥 + 𝑥1𝑥2] = 0 

 

                       

Újabb összefüggések találhatók a gyökök és együtthatók között, ha a diszkrimináns 

nemnegatív: 

𝑥1 + 𝑥2 = −
𝑏

𝑎
;       𝑥1𝑥2 =

𝑐

𝑎
. 

Ezek a nevezetes összefüggések a Viéte-formulák. 

Alkalmazás: egyenletek ellenőrzése; 

  egyenlet gyökeinek négyzetösszegének meghatározása 

  szöveges feladatok 



28 

 

Exponenciális egyenletek 

 

Def: Az 𝑎𝑥 = 𝑏 alakú egyenletet exponenciális alapegyenletnek nevezzük; 

(a > 0; 1a   és b >0). 

Olyan egyenletek, amelyekben egy adott szám kitevőjében szerepel az ismeretlen. 

Az egyenlet megoldási módszerei: 

1) 𝑎𝑥 = 𝑏 

— Ha b-t fel tudjuk írni ’a’ hatványaként, akkor az exponenciális függvény monotonitása 

miatt a kitevők egyenlősége esetén lesz egyenlő a két hatvány: 

  pl: 3
x
 = 27  3

x
 = 3

3
  x = 3. 

— Más esetekben vegyük mindkét oldal valamilyen alapú logaritmusát (általában a tízes 

alapú logaritmussal számolunk) és meghatározzuk az x-et. 

 pl. 561,3x
3lg

50lg
x50lg3lgx503x  .  

2) Az összetett exponenciális egyenleteket (ekvivalens) átalakításokkal az  𝑎𝑥 = 𝑏 alakú 

alapegyenletre hozzuk. 

A leggyakrabban előforduló problémák: 

a) A kitevő összetett kifejezés: 

Ebben az esetben alkalmazzuk a hatványozás azonosságait. Ha az összevonásokat, 

rendezéseket elvégeztük, és 𝑎𝑥 = 𝑏 alakú egyenletet kapunk, akkor az 1) pont alapján 

járunk el. 

 pl:  2x2x 333  ;   
x

x

3

1
3  ; 

  
4

x
4x

3

3
3  ;    2xx2 33     

x
2

x

33   

Az átalakítások után olyan a
f(x)

=a
g(x)

 alakú egyenletet kaphatunk, ami ekvivalens az f(x) = g(x) 

egyenlettel, ha a > 0 és 1a  .    (Ellenőrzés!) 

b) Másodfokú egyenletet is kaphatunk: 

(𝑎𝑥)2 + 𝑏 ∙ (𝑎𝑥) + 𝑐 = 0 

Ebben az esetben az egyenletet a
x
-re megoldjuk, majd az új exponenciális egyenletet 

megoldjuk az 1) pont alapján.    (Ellenőrzés!) 

(Kaphatunk a
x
-re elsőfokú egyenletet is!) 
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Logaritmusos egyenletek  
 

 

Def: Az 𝑙𝑜𝑔𝑎𝑥 = 𝑏alakú egyenleteket logaritmusos egyenleteknek nevezzük. 

( a > 0; a ≠ 1; x > 0). 

Olyan egyenletek, melyekben az ismeretlen valamilyen alapú logaritmusa szerepel. 

 

1. 𝑙𝑜𝑔𝑎𝑥 = 𝑏 

A megoldást a definíció szerint (illetve exponenciális alakra átírva) meg tudjuk adni. 

Pl.: 𝑙𝑜𝑔3𝑥 = 2 → 𝑥 = 32  → 𝑥 = 9.  

Ha egy egyenlet olyan alakra hozható, melyben ugyanannak az alapnak a logaritmusai 

szerepelnek az egyenlet mindkét oldalán, akkor a monotonitás miatt az argumentumok 

egyenlők: 

Pl.: 𝑙𝑜𝑔3𝑥 = 𝑙𝑜𝑔39 → 𝑥 = 9 

2.Az összetettebb logaritmusos egyenleteket azonos átalakításokkal 𝑙𝑜𝑔𝑎𝑥 = 𝑏 alakú 

 alapegyenletre hozzuk. 

3. A leggyakrabban előforduló „problémák” megoldásai: 

a.  Az egyenletben egy „szám” szerepel az egyik oldalon: ez tulajdonképpen kitevő, tehát 

  célszerű felírni az adott alapú logaritmus kifejezéseként: 

 Pl.:  𝑙𝑜𝑔3(𝑥 + 2) = 4  →   𝑙𝑜𝑔3(𝑥 + 2) = 𝑙𝑜𝑔334 

  𝑙𝑜𝑔3(𝑥 + 2) = 𝑙𝑜𝑔381 

  a szigorú monotonitás miatt 

  𝑥 + 2 = 81  → 𝑥 = 79 

b. Egyenlő alapú logaritmusok összege és/vagy különbsége szerepel: a logaritmus 

 azonosságait alkalmazzuk „visszafelé”. 

 Pl.:  lg(𝑥 + 2) + 𝑙𝑔 3𝑥 = 𝑙𝑔[(𝑥 + 2) ∙ 3𝑥] = 𝑙𝑔(3𝑥2 + 6𝑥) 

  𝑙𝑔(𝑥 − 3) − 𝑙𝑔𝑥 = 𝑙𝑔 (
𝑥−3

𝑥
) 

  (Fontos az értelmezési tartomány vizsgálata!) 

c.  A logaritmus kifejezésnek nem 1 az együtthatója: itt is a logaritmus azonosságait 

 alkalmazzuk „visszafelé”: 

 Pl.:  2 ∙ 𝑙𝑔(𝑥 + 1) = 𝑙𝑔(𝑥 + 1)2 

  33

1

2xlg)2xlg()2xlg(
3

1

3

)2xlg(



. 
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d. Nem egyenlők a logaritmusok alapjai: ebben az esetben azonos alapú logaritmusokká 

 írjuk át a kifejezéseket: 

 Pl.: 𝑙𝑔(𝑥 + 2) + 𝑙𝑜𝑔100(𝑥 + 2)  → 𝑙𝑔(𝑥 + 2) +
𝑙𝑔𝑥

𝑙𝑔100
 → 𝑙𝑔(𝑥 + 2) +

𝑙𝑔𝑥

2
 

 

e.  Ha az egyenleteket átalakítottuk úgy, hogy a bal- és jobboldalon is egyetlen ugyanolyan 

alapú logaritmusos kifejezés legyen, akkor a logaritmus függvény szigorú monotonitása 

miatt az argumentumok is egyenlők, így egy algebrai egyenletet kell megoldani. 

 Pl.: 𝑙𝑔(𝑥 + 3) = 𝑙𝑔(𝑥 + 1)2  →  (𝑥 + 3) = (𝑥 + 1)2 

    azaz 𝑥2 + 𝑥 − 2 = 0  →  𝑥1 = 1 é𝑠 𝑥2 =  −2 

f.  Az azonosságok alkalmazásával olyan egyenleteket is kaphatunk, melyek az 𝑙𝑜𝑔𝑎𝑥 -re 

 nézve másodfokú egyenlet. Ezt megoldjuk𝑙𝑜𝑔𝑎𝑥–re, majd az 1. pontban leírtak szerint 

 folytatjuk a feladat megoldását. 

 

 FONTOS! A megoldások ellenőrzése, a kikötések vizsgálata nem maradhat el! 

 

  



31 

 

Trigonometrikus egyenletek  
 

 

Def: Az olyan egyenleteket, amelyekben az ismeretlen valamilyen szögfüggvénye szerepel, 

trigonometrikus egyenletnek nevezzük. 

A legegyszerűbb egyenletek: 

𝑠𝑖𝑛𝑥 = 𝑎,   cos 𝑥 = 𝑏,     𝑡𝑔 𝑥 = 𝑐,     𝑐𝑡𝑔 𝑥 = 𝑑. 

Minden trigonometrikus egyenlet megoldásakor arra törekszünk, hogy ilyen egyszerű alakra 

hozzuk azokat. Az ismeretlen értékének meghatározásakor az első lépés az előjel vizsgálata; 

ebből állapítjuk meg, hogy az „alapmegoldás” melyik negyedbe esik, majd azt, hogy a 

visszakeresett érték és a megoldás között milyen összefüggés van. 

 

1. Példa: sin 𝑥 = 𝑎, 𝑎ℎ𝑜𝑙 − 1 ≤ 𝑎 ≤ 1. 

 Meghatározzuk, a sin 𝑥 = |𝑎| egyenlet hegyesszög megoldását. Ezt jelöljük α – val.  

 Ha 0 < 𝑎 < 1, akkor az I. és II. negyedben van a megoldás: 𝛼, 𝑖𝑙𝑙𝑒𝑡𝑣𝑒 180 − . 

 Ha −1 < 𝑎 < 0, akkor a III. és IV. negyedben van a megoldás:   

 180° + 𝛼, 𝑖𝑙𝑙𝑒𝑡𝑣𝑒 360° − 𝛼. 

 Az összes megoldást úgy kapjuk meg, hogy minden alapmegoldáshoz hozzáadjuk a 

 periódust, azaz a k∙360˚ -ot. Ha x értékét radiánban adjuk meg, akkor a 2kπ értéket 

 adjuk az alapmegoldásokhoz, ahol 𝑘 ∈ 𝒁. 

 Ha sin 𝑥 = 1, 𝑎𝑘𝑘𝑜𝑟 𝑥 = 90° + 𝑘 ∙ 360° 

 Ha sin 𝑥 = −1, 𝑎𝑘𝑘𝑜𝑟 𝑥 = 270° + 𝑘 ∙ 360° 

 Ha sin 𝑥 = 0, 𝑎𝑘𝑘𝑜𝑟 𝑥 = 𝑘 ∙ 180° 

2. Példa: cos 𝑥 = 𝑏,   𝑎ℎ𝑜𝑙 − 1 ≤ 𝑏 ≤ 1 

 Meghatározzuk a cos 𝑥 = |𝑏| egyenlet hegyesszög megoldását. Ezt jelöljük β – val.  

 Ha 0 < 𝑏 < 1, akkor az I. és IV. negyedben van a megoldás: 𝛽, 𝑖𝑙𝑙𝑒𝑡𝑣𝑒 360° − 𝛽. 

 Ha −1 < 𝑏 < 0, akkor a II. és III. negyedben van a megoldás:  

 180° − 𝛽, 𝑖𝑙𝑙𝑒𝑡𝑣𝑒 180° + 𝛽 

 Az összes megoldást úgy kapjuk meg, hogy minden alapmegoldáshoz hozzáadjuk a 

 periódust, azaz a k∙360˚ -ot. Ha x értékét radiánban adjuk meg, akkor a 2kπ értéket 

 adjuk az alapmegoldásokhoz, ahol 𝑘 ∈ 𝒁. 

 Ha cos 𝑥 = 1, 𝑎𝑘𝑘𝑜𝑟 𝑥 = 𝑘 ∙ 360° 

 Ha cos 𝑥 = −1, 𝑎𝑘𝑘𝑜𝑟 𝑥 = 180° + 𝑘 ∙ 360° 

 Ha cos 𝑥 = 0, 𝑎𝑘𝑘𝑜𝑟 𝑥 = 90° + 𝑘 ∙ 180°. 
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3. Példa: 𝑡𝑔 𝑥 = 𝑐, 𝑖𝑙𝑙𝑒𝑡𝑣𝑒 𝑐𝑡𝑔 𝑥 = 𝑑 

 Ha c > 0, illetve d > 0, akkor az I. negyedben az alapmegoldás: x = γ, illetve x = δ. 

 Ha c < 0, illetve d < 0, akkor a II. negyedben az alapmegoldás:  

 𝑥 = 180° − 𝛾, 𝑖𝑙𝑙𝑒𝑡𝑣𝑒 𝑥 = 180° − 𝛿. 

Az összes megoldást úgy kapjuk meg, hogy minden alapmegoldáshoz hozzáadjuk a 

 𝑘 ∙ 180° -ot. Ha x értékét radiánban adjuk meg, akkor k ∙ π értékkel számolunk. (𝑘 ∈ 𝒁)  

 

Ha a trigonometrikus egyenletben ugyanannak a szögnek különböző szögfüggvényei 

szerepelnek, akkor valamilyen ismert összefüggés ( törtes, négyzetes, reciprokos, pótszöges, 

addíciós) felhasználásával úgy alakítjuk át az egyenletet, hogy csak egyféle szögfüggvény 

szerepeljen. (Törekedni kell az ekvivalens átalakításra, ha ez nem lehetséges, akkor a 

gyökvesztést, hamis gyököt külön kell vizsgálni.) 

 

Típusfeladatok: 

 𝑎 ∙ 𝑡𝑔𝑥 + 𝑏 ∙ 𝑐𝑡𝑔𝑥 = 0: a reciprokos összefüggést alkalmazzuk. 

 𝑎 ∙ sin 𝑥 + 𝑏 ∙ cos 𝑥 = 0: osztunk sin 𝑥-el, vagy cos 𝑥-el.  

 (Vigyázat az ekvivalenciára!) 

𝑎 ∙ sin 𝑥 = 𝑏 ∙ cos 𝑥 + 𝑐: négyzetre emelés és a négyzetes összefüggés alkalmazása. 

(Vigyázat az ekvivalenciára!) 

 𝑎 ∙ sin 𝑥 = 𝑏 ∙ 𝑡𝑔 𝑥, illetve 𝑎 ∙ cos 𝑥 = 𝑏 ∙ 𝑡𝑔 𝑥: alkalmazzuk a 𝑡𝑔 𝑥 =
sin 𝑥

cos 𝑥
 

összefüggést. 

 𝑎 ∙ sin 𝑥 = 𝑏 ∙ 𝑐𝑡𝑔 𝑥, illetve 𝑎 ∙ cos 𝑥 = 𝑏 ∙ 𝑐𝑡𝑔 𝑥: alkalmazzuk a 𝑐𝑡𝑔 𝑥 =
cos 𝑥

sin 𝑥
 

összefüggést 

 𝑎 ∙ 𝑠𝑖𝑛2𝑥 + 𝑏 ∙ sin 𝑥 + 𝑐 = 0, illetve 𝑎 ∙ 𝑐𝑜𝑠2𝑥 + 𝑏 ∙ cos 𝑥 + 𝑐 = 0 alakú másodfokú 

egyenleteket megoldjuk először sin x-re, illetve cos x-re, majd meghatározzuk az 

ismeretlent az 1. pont szerint. 

 

Ha az egyenletet a valós számok halmazán kell megoldani, akkor az eredményt fokok helyett 

radiánban kell megadni: π (rad) = 180° összefüggést alapul véve. 
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13. 

 

ELSŐFOKÚ EGYENLETRENDSZEREK 

 

Az 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 = 𝑐  (𝑥, 𝑦 ∈ 𝑹) kifejezés elsőfokú, kétismeretlenes egyenlet, melyet végtelen 

sok (x, y) számpár elégít ki. 

A kétismeretlenes egyenletrendszer általános alakja: 

𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 = 𝑐 

𝑑𝑥 + 𝑒𝑦 = 𝑓 

ahol a, b, c, d, e, f valós számok. (Feltétel, hogy a, b és d, e ne legyen egyszerre 0.) 

 Ha például a két egyenlet: 3𝑥 + 2𝑦 = 14 

        6𝑥 + 4𝑦 = 28 

akkor a két egyenlet egymás következménye. Ebben az esetben végtelen sok számpár 

lesz a megoldás. 

 Ha például a két egyenlet: 3𝑥 + 2𝑦 = 14 

        3𝑥 + 2𝑦 = 3 

akkor a két egyenlet ellentmondó. Ebben az esetben nincs megoldás. 

Az egyenletrendszerek megoldási módszerei: 

 

1. Grafikus módszer:   

Mindkét egyenletből kifejezzük az y-t, és felírjuk azokat a függvényeket, amelyek 

grafikonjaiból az egyenletrendszer áll. Egy koordináta-rendszerben ábrázoljuk a két 

függvényt. Grafikonjaik közös pontjainak koordinátáit leolvasva kapjuk az egyenletrendszer 

megoldását. 

2. Behelyettesítő módszer: 

Az egyenletrendszer valamelyik egyenletéből kifejezzük az egyik ismeretlent. A kapott 

kifejezést behelyettesítjük a másik egyenletbe. Így egyismeretlenes egyenletet kapunk. Ezt 

megoldjuk. A kapott érték segítségével kiszámítjuk a másik ismeretlen értékét is.  

3. Egyenlő együtthatók módszere: 
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Arra törekszünk, hogy az egyik ismeretlen együtthatója a két egyenletben egymásnak 

ellentettje legyen. Ha ezt elértük, akkor a két egyenletet összeadjuk: így egyismeretlenes 

egyenletet kapunk. Azt megoldjuk, majd segítségével az egyik eredeti egyenletből kistámítjuk 

a másik ismeretlen értékét is. 

4. Új változó bevezetése: 

Az 
1

𝑥
+

1

𝑦
= 1 típusú egyenletek esetén célszerű új változót bevezetni az 

1

𝑥
= 𝑎 𝑖𝑙𝑙𝑒𝑡𝑣𝑒 

1

𝑦
= 𝑏 

módon. A feladat megoldása során nem felejtkezhetünk el arról, hogy az eredeti x, illetve y 

értéket kell meghatározni. 
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14. 

FÜGGVÉNYEK 

 

Def: Adott két nem üres halmaz, H és K. Ha a H halmaz (azaz az értelmezési tartomány - 

ÉT.) minden eleméhez valamilyen módon (de egyértelműen) hozzárendeljük a K halmaz 

(azaz az értékkészlet - ÉK.) egy – egy elemét, akkor a hozzárendelést függvénynek nevezzük. 

Jelölés:  f : H → K, x → f(x) 

H a függvény értelmezési tartománya, K a függvény értékkészlete, vagy annál bővebb 

halmaz. 

A függvény változója helyére behelyettesíthetjük az ÉT. Bármely elemét. Ekkor az adott 

értékhez tartozó helyettesítési értéket kapjuk: az f függvény x helyen vett helyettesítési 

értékét: f(x)-et. 

 

Def: Ha az f függvény a K halmaz minden elemét hozzárendeli a H halmaz egy – egy 

eleméhez, és a H különböző elemeihez K különböző elemeit rendeli, akkor a hozzárendelést 

kölcsönösen egyértelműnek nevezzük.  

 

Def: Két függvényt, az f: H1 → K1, x → f(x) és a g: H2 → K2, x → g(x) függvényeket akkor 

és csak akkor tekintjük egyenlőnek, ha értelmezési tartományuk azonos, és azonos elemekhez 

azonos elemeket rendel: 

 H1 = H2 és bármely x 𝜖H esetén f(x) = g (x). 
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15. 

FÜGGVÉNYEK ÉS GRAFIKONJAIK 

Az egyes változók közötti kapcsolatokat szemléltethetjük grafikusan is. 

1. Nyíldiagram: a két számegyenes párhuzamosan helyezkedik el és az összetartozó értékeket 

nyíllal kapcsoljuk össze.  

 

 

2. Síkbeli derékszögű koordináta-rendszer, vagy Descartes-féle koordináta rendszer 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Def: Ha adott egy f: A  B függvény, akkor az {(𝑎; 𝑓(𝑎))  ∣aA; f(a)B} halmazt az f 
függvény grafikonjának nevezzük. Ha A és B R részhalmazai, akkor a függvény grafikonja 

egy számpárokból álló halmaz. A derékszögű koordináta-rendszerben az ezeknek megfelelő 

pontok jól szemléltethetők, általában egy görbét alkotnak. Ezt a görbét a függvény 

grafikonjának, vagy a függvény képének nevezzük. 

 

Megjegyzés: 

 

Az "f" függvény, annak az x helyen vett f (x) helyettesítési értéke, az f függvény grafikonja, a 

grafikon y = f (x) egyenlete más-más fogalmak. 

  

1 0 

1 0 
x2x - 1 

(ordináta tengely) 

(abszcissza tengely) 

y 

x 

I. negyed II. negyed 

III. negyed IV. negyed 
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16. 

FÜGGVÉNYVIZSGÁLAT 
 

 

1. Az értelmezési tartomány: Df meghatározása. 

 

2. Az értékkészlet: Rf meghatározása: milyen y értékek szerepelnek a hozzárendelés 

szabályában. 

 

3. Monotonitás 

Ha az f függvény az értelmezési tartományának egy intervallumán bármely  

x1 < x2 értékeinél fennáll a függvényértékekre, hogy f(x1) < f(x2, akkor az adott 

intervallumon a függvény szigorúan monoton növekvő. 

Ha az f függvény az értelmezési tartományának egy intervallumán bármely  

x1 < x2 értékeinél fennáll a függvényértékekre, hogy, f(x1) > f(x2), akkor az adott 

intervallumon a függvény szigorúan monoton csökkenő. 

 

  

f(x2) 

f(x1) 

x1 x2 x1 x2 

      f(x1) 

      f(x2) 

f(x1)  f(x2): növekvő 
f(x1)  f(x2): csökkenő 
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4. Zérushely 

Valamely f függvény zérushelyeinek nevezzük az értelmezési tartománynak 

mindazokat az x értékeit, amelyekre f(x) = 0 teljesül. (Ezekben a pontokban  metszi a 

függvény az x tengelyt.) 

 

 

5. Szélsőérték 

Egy f függvénynek minimuma van a változó xo értékénél, ha az ott felvett f(xo) 

függvényértéknél kisebb értéket sehol nem vesz fel a függvény. 

Egy f függvénynek maximuma van a változó xo értékénél, ha az ott felvett f(xo) 

függvényértéknél nagyobb értéket sehol nem vesz fel a függvény. 

(Értelmezhetünk helyi maximumot és helyi minimumot is.) 

 

zérushelyek 

 

x 

y 

x2 x1 
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6. Periódikusság 

Def: Az f: HR függvényt periódikusnak mondjuk, ha létetik olyan 0  p konstans, 

hogy minden x - re (x 𝜖 H) fennáll: 

 x + p 𝜖 H és f ( x + p ) = f (x) 

egyenlőség. Ha a p a legkisebb olyan szám, melyre ez teljesül, akkor a p konstanst az f 

függvény periódusának nevezzük. 

 

7. Paritás 

Def: Az f: HR függvényt páratlan függvénynek nevezzük, ha bármely x ( x 𝜖 H ) 

értékkel együtt -x is az értelmezési tartomány eleme, és bármely x - re: 

 f ( - x ) = - f ( x )  

teljesül. A páratlan függvény képe középpontosan szimmetrikus az origóra.  

Def: Az f: HR függvényt páros függvénynek nevezzük, ha bármely x ( x 𝜖 H ) 

értékkel együtt -x is az értelmezési tartomány eleme, és bármely x - re: 

 f ( - x ) =  f ( x )  

teljesül. A páros függvény képe tengelyesen szimmetrikus az y tengelyre.  

  

x1: maximum; x2: minimum 

x 

y 

x1 

x2 
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17. 

FÜGGVÉNYTRANSZFORMÁCIÓK 
 

Eltolások az y, illetve az x tengely mentén 

1. Függvényérték transzformáció: 

A függvényértékekhez egy konstanst adunk. Az f függvény x-hez tartozó f(x) helyettesítési 

értéke helyett f(x) + c lesz a függvényértékük. Ekkor a grafikon minden pontja az y tengellyel 

párhuzamosan c egységgel eltolódik. 

 

 

 

 

2. Változó transzformáció: 

A változóhoz egy konstanst adunk. A függvény x-hez tartozó helyettesítési értéke f (x + c) 

lesz [az eredeti f(x) helyett]. Ha az f (x + c) formulában x helyére (x – c) – t helyettesítünk, 

akkor  

x – c + c = x miatt azt a függvényértéket kapjuk, amely az alapfüggvénynek az x helyen vett 

helyettesítési értéke. Tehát a függvénykép minden egyes pontja az x tengellyel párhuzamosan 

eltolódik, ha 0 < c, akkor balra, (negatív irányba), ha c < 0, akkor jobbra, (pozitív irányba). 

 

 

𝑦 = √𝑥 

𝑦 = √𝑥 + 1 
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Tükrözések az x, illetve az y tengelyre 

 

1. Függvényérték transzformáció: 

 

A függvényérték ellentettjét vesszük. Ekkor az f függvény x – hez tartozó helyettesítési 

értéke f(x) helyett  – f(x) lesz. A függvényértékek  – f(x) transzformációja az 

alapfüggvény grafikus képének az x tengelyre történő tükrözését eredményezi. 

 

 

2. Változó transzformáció: 

 

A változó ellentettjét vesszük. Ekkor a függvény x – hez tartozó helyettesítési értéke 

 f( - x) lesz (az eredeti f(x) helyett). Az f( - x) hozzárendelési formula  –x – nél adja azt, 

𝑦 = √𝑥 

𝑦 = √𝑥 − 1 
 

𝑦 = √𝑥 

𝑦 = −√𝑥 
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ami az f függvény x – nél vett függvényértéke. Ekkor az f függvény grafikonjának minden 

egyes pontja tükröződik az y tengelyre. 

 

 

 

Nyújtások az x, illetve az y tengely irányában 

 

1. Függvényérték transzformáció: 

A függvényértéket szorozzuk egy pozitív számmal. Ekkor az f függvény x-hez tartozó 

helyettesítési értéke c∙ f(x) lesz. Emiatt az alapfüggvény képének minden pontjánál a pont y 

koordinátája c-szeresre változik.  

Ha 1 < c, akkor nyújtásról beszélünk, ha 0 < c < 1 akkor zsugorításnak mondjuk. 

 

 

 

 

𝑦 = √𝑥 

𝑦 = 2√𝑥 

𝑦 = √𝑥 
𝑦 = √−𝑥 
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2. Változó transzformáció: 

A változót szorozzuk egy pozitív számmal. Ekkor a függvény x-hez tartozó helyettesítési 

értéke f(c∙x) lesz. Ha az f (c∙x) formulába x helyére x/c – t írunk, akkor a c∙x/c = x miatt azt a 

függvényértéket kapjuk, ami az alapfüggvény x – nél vett helyettesítési értéke. Tehát a 

grafikon minden pontja az x tengellyel párhuzamosan c – től függően összenyomódik, vagy 

megnyúlik. 

A változónak ez a transzformációja az alapfüggvény grafikonjának képét az x tengellyel 

párhuzamosan 1 < c esetén 1/c –szeresére összenyomja, 0 < c < 1 esetén pedig 1/c –szeresére 

nyújtja. 

 

A függvénytranszformációk csoportosítása 

 

ELTOLÁS 

f (x) + c f (x + c) 

y tengely mentén x tengely mentén 

TÜKRÖZÉS 

- f (x) f (- x) 

x tengelyre y tengelyre 

NYÚJTÁS 

c ∙ f (x)  f (c∙ x) 

y tengely irányában x tengely irányában 

 

𝑦 = √𝑥 

𝑦 = √2𝑥 
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18. 

FÜGGVÉNYTÍPUSOK 

Lineáris függvények 

Def: Az f: R  R, x  a∙x + b (a, b  R, a  0) hozzárendelési szabállyal megadott 

függvényt lineáris függvénynek nevezzük. 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝑦 = 𝑎𝑥 + 𝑏   "a" a függvény menetét határozza meg; 

   "b": ebben a pontban metszi a függvény az y tengelyt. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 konstans függvény: a = 0;   egyenes arányosság: b = 0 

 

Def: Ha két változó mennyiség összetartozó értékeinek az aránya állandó, akkor azt mondjuk, 

hogy a két mennyiség egyenesen arányos. 

b 

y 

x 

f: R  R, x   b 

y 

x 

f: R  R, x  a∙x  

(0; b) 

y 

x 

𝑦 = 𝑎𝑥 + 𝑏 

(−
𝑎

𝑏
; 0) 
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Az abszolútérték függvény 

Def: Az f: R  R, x  |x| hozzárendelési szabállyal megadott függvényt abszolútérték 

függvénynek nevezzük. 

Az alapfüggvény:  

       A függvény grafikonja töröttvonal. 

 

Df: R 

Rf: R 

Szélsőérték: minimuma van az x = 0 helyen: f (x) = 0 

Menete: az x  0 intervallumon csökkenő; 

  az x  0 intervallumon növekvő; 

  az x = 0 helyen töréspontja van. 

Zérushelye az x = 0 pontban van.  

Páros függvény. 
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A négyzetgyök függvény 
Def: Az 𝑓: 𝑹 ∖ 𝑹− → 𝑹, 𝑥 → √𝑥 hozzárendelési szabállyal megadott függvényt négyzetgyök 

függvénynek nevezzük. 

Az alapfüggvény: 

 

 

Df:  𝑹 ∖ 𝑹−; azaz x ≥ 0 

Rf: 𝑹 ∖ 𝑹−; azaz y ≥ 0. 

Szélsőérték: minimuma van az x = 0 helyen: f (x) = 0 

Menete: szigorúan monoton növekvő az értelmezési tartományon; 

Zérushelye az x = 0 pontban van.  

Nem páros és nem páratlan függvény. 
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Az elsőfokú törtfüggvény 

Def: Az 𝑓: 𝑹 ∖ {𝟎} → 𝑹, 𝑥 →
1

𝑥
 hozzárendelési szabállyal megadott függvényt elsőfokú 

törtfüggvénynek nevezzük. 

Az alapfüggvény: 

 
 

Df:  𝑹 ∖ {𝟎}; azaz x  0 

Rf: 𝑹 ∖ {𝟎}. 

Szélsőérték: nincs szélsőértéke 

Menete: szigorúan monoton csökkenő az értelmezési tartományok egyes szakaszain: ]-∞; 0[ 

és  

]0; +∞[ intervallumokon. 

Zérushelye .  

Páratlan függvény. 

 

Az elsőfokú törtfüggvény általános hozzárendelési szabálya: 

 𝑓: 𝑹 ∖ {−
𝒅

𝒄
} → 𝑹, x →

ax+b

cx+d
  (a, b, c, d ϵ 𝐑, c ≠ 0 és ad ≠  −bc)  

 

Alapfüggvény: 𝑥
1

𝑥
  illetve: 𝑥

𝑎

𝑥
 

Ez a függvény fordított arányosságot fejez ki. 

 

Def: Ha két változó mennyiség összetartozó értékeinek szorzata 0-tól különböző állandó, 

akkor a két mennyiség fordítottan arányos. 
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Hatvány és gyökfüggvények 

 
f𝟐: 𝐑𝐑, x2x2       g𝟐: 𝐑+ ∪ {𝟎} 𝐑, x2√x 
 

            
f𝟑: 𝐑𝐑, x2x3       g𝟑: 𝐑𝐑, x2√x

3
 

 

              
 
Általánosan: 

Ha a hatványkitevő páros, azaz n = 2k alakú (𝑘 ∈ 𝐍+), akkor az értelmezési tartomány a valós 

számok halmaza és az értékkészlet a nemnegatív valós számok halmaza. A függvény 

grafikonja egy parabola. 

A függvény negatív x esetén monoton csökkenő, pozitív x esetén monoton növekvő. 

Ha a hatványkitevő páratlan, azaz 𝑛 = 2𝑘 + 1 alakú (𝑘 ∈ 𝐍+), akkor az értelmezési 
tartomány és az értékkészlet is a valós számok halmaza. A függvény grafikonja "két 

félbarabola" az első és a harmadik negyedben. 

A függvény szigorúan monoton növekvő az egész értelmezési tartományon. 

 

Ha a gyökkitevő páros, azaz n = 2k alakú (𝑘 ∈ 𝐍+), akkor az értelmezési tartomány a 
nemnegatív számok halmaza és az értékkészlet is a nemnegatív valós számok halmaza. A 

függvény grafikonja egy „félparabola”. 

A függvény monoton növekvő az egész értelmezési tartományon. 

Ha a gyökkitevő páratlan, azaz 𝑛 = 2𝑘 + 1 alakú (𝑘 ∈ 𝐍+), akkor az értelmezési tartomány 

és az értékkészlet is a valós számok halmaza. A függvény grafikonja "két félbarabola" az első 

és a harmadik negyedben. 

A függvény szigorúan monoton növekvő az egész értelmezési tartományon. 
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Az 𝑥2 és a √𝑥, 𝑥3 é𝑠 𝑎 √𝑥

3
, ... függvények grafikonjai tengelyesen szimmetrikusak az y = x 

egyenletű egyenesre.
 

  

𝑦 = 𝑥2 𝑦 = 𝑥 

𝑦 = √𝑥 

𝑦 = 𝑥3 

𝑦 = 𝑥 

𝑦 = √𝑥
3
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A másodfokú függvények 

 
Def: Az f: R  R, x  x

2
 hozzárendelési szabállyal megadott függvényt másodfokú 

függvénynek nevezzük. 

Az alapfüggvény:  

       A függvény grafikonja parabola. 

 
 
Df: R 

Rf: 𝑹 ∖ 𝑹− 

Szélsőérték: minimuma van az x = 0 helyen: f (x) = 0 

Menete: az x  0 intervallumon szigorúan monotoncsökkenő; 

  az x  0 intervallumon szigorúan monoton növekvő; 

  az x = 0 helyen minimuma van. 

Zérushelye az x = 0 pontban van.  

Páros függvény. 

A másodfokú függvény általános hozzárendelési szabálya: 

𝑓: 𝑹𝑹, 𝑥 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐; 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑹, 𝑎 ≠ 0. 

Ha 𝑎 > 0, akkor a függvénynek minimuma van, ha 𝑎 < 0, akkor a függvénynek maximuma 

van.  

A szélsőérték helye: 𝑥 =  −
𝑏

2𝑎
;    𝑦 =  − 

𝑏2−4𝑎𝑐

4𝑎
  . 

A függvény zérushelyeit az 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 = 0 egyenlet gyökei adják. 
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 0  D 0 = D 0  D 

 

 

0  a 

   

 

 

0  a 

 

 
 

 

 x1 és x2 
a két megoldás 

x1 =  x2 
a megoldás 

Nincs megoldás 
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Az exponenciális függvény 
 

Def: Az f: R  R, x  𝑎𝑥  (0 a, a  1) hozzárendelési szabállyal megadott függvényt 

exponenciális függvénynek nevezzük. 

                                   
 

Df: R 

Rf: 𝑹+ 

Szélsőérték: nincs. 

Menete: ha a  1, akkor szigorúan monoton csökkenő; 

  ha a  1, akkor szigorúan monoton növekvő; 

Zérushelye nincs, 

Paritás: nem páros és nem páratlan függvény. 

(Ha a = 1, akkor konstans függvényt kapunk, amit nem tekintünk exponenciális függvénynek. 

 

Az a
x  

és az (
1

𝑎
)

𝑥

függvények egymás tükörképei az y tengelyre vonatkozóan. 

  

𝑦 = (
1

2
)

𝑥

 
𝑦 = 2𝑥  
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A logaritmus függvény 
 

Def: Az f: R
+
  R, x  𝑙𝑜𝑔𝑎𝑥 (0 a, a  1) hozzárendelési szabállyal megadott függvényt 

logaritmus függvénynek nevezzük. 

               

                                   

 

Df: R
+ 

Rf: R 

Szélsőérték: nincs. 

Menete: ha a  1, akkor szigorúan monoton csökkenő; 

  ha a  1, akkor szigorúan monoton növekvő; 

Zérushelye: x = 1 

Paritás: nem páros és nem páratlan függvény. 

Az 𝑙𝑜𝑔𝑎𝑥 függvény és az log1

a

 x függvény grafikonjai egymás tükörképei az x tengelyre 

vonatkozóan. 

 

 

𝑙𝑜𝑔2𝑥 
𝑙𝑜𝑔1

2
𝑥 
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Trigonometrikus függvények 

 
Minden valós számhoz, mint radiánban mért szöghöz tartozik egy szinusz, koszinusz, 

(tangens és kotangens) érték. Így értelmezhetjük a trigonometrikus függvényeket. 

 

x () 0 30 45 60 90 120 150 180  

x (rad) 0 𝜋

6
 

𝜋

4
 

𝜋

3
 

𝜋

2
 

2𝜋

3
 

5𝜋

6
 

𝜋  

sin x 0 1

2
 √2

2
 

√3

2
 

1 √3

2
 

1

2
 

0  

cos x 1 √3

2
 

√2

2
 

1

2
 

0 
−

1

2
 −

√3

2
 

−1  

tg x 0 √3

3
 

1 √3 - −√3 
−

√3

3
 

0  

ctg x - √3 1 √3

3
 

0 
−

√3

3
 

−√3 -  

 

 

x () 210 240 270 300 330 360 

x (rad) 7𝜋

6
 

4𝜋

3
 

3𝜋

2
 

5𝜋

3
 

11𝜋

6
 

2𝜋 

sin x 
−

1

2
 −

√3

2
 

−1 
−

√3

2
 −

1

2
 

0 

cos x 
−

√3

2
 −

1

2
 

0 1

2
 √3

2
 

1 

tg x √3

3
 

√3 - −√3 √3

3
 

0 

ctg x √3 √3

3
 

0 
−

√3

3
 

−√3 - 
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A szinuszfüggvény 

 
Def: Az f: 𝐑 → 𝐑, x → sin x hozzárendelési szabállyal megadott függvényt szinusz 

függvénynek nevezzük. 

 

 
 

 

Df:  𝑹 

Rf: [-1, 1] 

Szélsőérték:  minimuma van az 𝑥 =
3𝜋

2
+ 2𝑘𝜋 pontokban; 𝑦 = −1, 𝑘 ∈ 𝒁 

  maximuma van az 𝑥 =
𝜋

2
+ 2𝑘𝜋 pontokban; 𝑦 = 1, 𝑘 ∈ 𝒁 

 

Menete: szigorúan monoton növekvő a  −
𝜋

2
+ 2𝑘𝜋 ≤ 𝑥 ≤

𝜋

2
+ 2𝑘𝜋  (𝑘 ∈ 𝒁) tartományon; 

   szigorúan monoton csökkenő a 
𝜋

2
+ 2𝑘𝜋 ≤ 𝑥 ≤

3𝜋

2
+ 2𝑘𝜋  (𝑘 ∈ 𝒁) tartományon. 

Zérushelyek az x = k pontokban vannak.  

Periódikus, mert sin (x + 2k) = sin x,  𝑘 ∈ 𝒁. A periódus hossza: 2. 

Páratlan függvény, mert sin(−𝑥) =  − sin 𝑥 

Korlátos; az origóra középpontosan szimmetrikus. 
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A koszinuszfüggvény 

 
Def: Az f: 𝐑 → 𝐑, x → cos x hozzárendelési szabállyal megadott függvényt koszinusz 

függvénynek nevezzük. 

 

 
 

 

Df:  𝑹 

Rf: [-1, 1] 

Szélsőérték:  minimuma van az 𝑥 = 𝜋 + 2𝑘𝜋 pontokban; 𝑦 = −1, 𝑘 ∈ 𝒁 

  maximuma van az 𝑥 = 2𝑘𝜋 pontokban; 𝑦 = 1, 𝑘 ∈ 𝒁 

 

Menete: szigorúan monoton növekvő a  𝜋 + 2𝑘𝜋 ≤ 𝑥 ≤ 2𝜋 + 2𝑘𝜋  (𝑘 ∈ 𝒁) tartományon; 

   szigorúan monoton csökkenő a 2𝑘𝜋 ≤ 𝑥 ≤ 𝜋 + 2𝑘𝜋  (𝑘 ∈ 𝒁) tartományon. 

Zérushelyek az 𝑥 =
𝜋

2
+ 2𝑘𝜋 pontokban vannak.  

Periódikus, mert cos (x + 2k) = cos x,  𝑘 ∈ 𝒁. A periódus hossza: 2. 

Páros függvény, mert cos(−𝑥) =  cos 𝑥 

Korlátos; az y tengelyre tengelyesen szimmetrikus. 
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A tangensfüggvény 
 

Def: Az f: 𝐑 ∖ {
𝛑

𝟐
+ kπ, k ϵ 𝐙} → 𝐑, x → tg x hozzárendelési szabállyal megadott függvényt 

tangens függvénynek nevezzük. 

 
 

Df:  𝐑 ∖ {
𝛑

𝟐
+ kπ, k ϵ 𝐙} 

Rf: R 

Szélsőérték: nincs 

Monotonitás: Szigorúan monoton növekvő két szakadási hely között: 

−
𝜋

2
+ 𝑘𝜋 < 𝑥 <  

𝜋

2
+ 𝑘𝜋, 𝑘 𝜖 𝒁 

Szakadási helyek: 𝑥 =  
𝜋

2
+ 𝑘𝜋, 𝑘 𝜖 𝒁 

Zérushelyek: 𝑥 = 𝑘 𝜋, 𝑘𝜖 𝒁 

Periodikus, mert 𝑡𝑔(𝑥 + 𝑘𝜋) =  𝑡𝑔 𝑥, 𝑘 𝜖 𝒁. A periódus hossza: . 

Páratlan függvény, mert 𝑡𝑔(−𝑥) =  𝑡𝑔 𝑥. 
Nem korlátos; az origóra középpontosan szimmetrikus. 
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A kotangensfüggvény 
 

Def: Az f: 𝐑 ∖ {kπ, k ϵ 𝐙} → 𝐑, x → ctg x hozzárendelési szabállyal megadott függvényt 
kotangens függvénynek nevezzük. 

 
 

Df:  𝐑 ∖ {kπ, k ϵ 𝐙} 
Rf: R 

Szélsőérték: nincs 

Monotonitás: Szigorúan monoton növekvő két szakadási hely között: 

−𝜋 + 𝑘𝜋 < 𝑥 <  𝑘𝜋, 𝑘 𝜖 𝒁 

Szakadási helyek: 𝑥 =  𝑘𝜋, 𝑘 𝜖 𝒁 

Zérushelyek: 𝑥 =
𝜋

2
+ 𝑘 𝜋, 𝑘𝜖 𝒁 

Periodikus, mert 𝑐𝑡𝑔(𝑥 + 𝑘𝜋) = 𝑐 𝑡𝑔 𝑥, 𝑘 𝜖 𝒁. A periódus hossza: . 

Páratlan függvény, mert 𝑐𝑡𝑔(−𝑥) = 𝑐𝑡𝑔 𝑥. 

Nem korlátos; az origóra középpontosan szimmetrikus. 
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19. 

SOROZATOK 

 

Def: Sorozatnak nevezzük a pozitív egész számok halmazán értelmezett valós számértékű 

függvényt. 

Sorozatok megadása: 

 egyértelmű utasítással 

 formulával (képlettel) 

 rekurzív módon 

A sorozat függvény, tehát grafikonját lehet koordináta-rendszerben ábrázolni. Mivel az 

értelmezési tartománya a pozitív természetes számok halmaza, a függvény grafikonja nem 

folytonos, hanem diszkrét pontokból áll. A sorozat tagjainak megfelelő pontokat a 

számegyenesen is jelölhetjük. 

A sorozatok jellemzése: 

Def: Az an sorozat szigorúan monoton növekvő, ha bármely n-re an  a n+1. 

Def: Az an sorozat szigorúan monoton nemcsökkenő, ha bármely n-re an  a n+1. 

Def: Az an sorozat szigorúan monoton csökkenő, ha bármely n-re an  a n+1. 

Def: Az an sorozat szigorúan monoton nemnövekvő, ha bármely n-re an ≥ a n+1. 

Def: Az an sorozat alulról korlátos, ha van olyan k szám, hogy minden n-re k  an. 

Def: Az an sorozat felülről korlátos, ha van olyan Kszám, hogy minden n-re an  K. 

Def: Az an sorozat korlátos, ha alulról és felülről is korlátos, azaz  van olyan k és K szám, 

hogy minden n-re k  an  K. 
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SZÁMTANI SOROZATOK 

 

Def: Számtani sorozatnak nevezzük mindazokat a sorozatokat, amelyekben (a másodiktól 

kezdve) bármely tag és az azt megelőző tag különbsége állandó. 

Ezt a állandót d-vel jelöljük és differenciának nevezzük.  

 𝑎𝑛+1 − 𝑎𝑛 = 𝑑 

 𝑎𝑛+1 = 𝑎𝑛 + 𝑑 

 Ha d  0, akkor a sorozat monoton növekvő és alulról korlátos. 

 Ha d  0, akkor a sorozat monoton csökkenő és felülről korlátos. 

 Ha d = 0, akkor a sorozat konstans. 

Minden n esetén: 𝑎𝑛 = 𝑎1 + (𝑛 − 1) ∙ 𝑑 

 

Tétel: A számtani sorozat első n elemének összege: 

  𝑆𝑛 =
𝑎1+𝑎𝑛

2
∙ 𝑛 

 

  𝑆𝑛 =  
[2𝑎1+(𝑛−1)∙𝑑]

2
∙ 𝑛. 
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MÉRTANI SOROZATOK 

 

Def: Mértani sorozatnak nevezzük mindazokat a sorozatokat, amelyekben (a második tagtól 

kezdve) bármelyik tag és az azt megelőző tag hányadosa (0-tól különböző) állandó. 

Ezt az állandót q-val jelöljük és kvóciensnek nevezzük. 

 
𝑎𝑛

𝑎𝑛−1
= 𝑞;            𝑎𝑛 = 𝑎𝑛−1 ∙ 𝑞. 

 

 Ha 0  q, akkor a sorozat tagjai azonos előjelűek; ha q  0, akkor a sorozat tagjai váltakozó 

előjelűek. 

 Ha q  1, akkor a sorozat monoton növekvő, ha 0  q  1, akkor a sorozat monoton csökkenő. 

 Ha q = 1, akkor állandó a sorozat. 

Minden n esetén: 

  𝑎𝑛 = 𝑎1 ∙ 𝑞𝑛−1. 

Tétel: A mértani sorozat első n tagjának az összege: 

 

 𝑆𝑛 = 𝑎1 ∙
𝑞𝑛−1

𝑞−1
 

 

Kamatos kamatszámítás 

 

A mértani sorozatnak jelentős szerepe van több kereskedelmi, gazdasági kérdés tisztázásában. 

Ha évi p % a kamatláb, akkor évi kamata 
1

100
𝑝, évi tőkésítéssel a bankba tett t forint egy év 

múlva: 

𝑡 +
𝑡

100
𝑝 = 𝑡 ∙ (1 +

𝑝

100
) 

A pénz (1 +
𝑝

100
) - szorosára növekszik. Ezt q-val jelöljük és kamattényezőnek nevezzük. A 

bankba tett t forint 1, 2, 3, ..., n év elteltével kamatos kamataival növekedve: 

𝑡 ∙ 𝑞, 𝑡 ∙ 𝑞2, 𝑡 ∙ 𝑞3, … , 𝑡 ∙ 𝑞𝑛. 

Az p % kamatláb évi kamattényezője: 𝑞 = 1 +
𝑝

100
, ezzel a bankba tett t forint évi tőkésítéssel, 

n év elteltével, kamatos kamataival: 𝑇 = 𝑡 ∙ 𝑞𝑛. 
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20. 

STATISZTIKA 

 

A statisztika a tömegesen előforduló jelenségek és folyamatok számbavételével, az így nyert 

adatok vizsgálatával, elemzésével foglalkozik. 

A statisztikus először adatokat gyűjt a vizsgálat tárgyát képező egyedekről, az úgynevezett 

statisztikai sokaság elemeiről. Az információgyűjtés során vizsgált tulajdonságot ismérvnek 

nevezik. 

A statisztikai adatokat célszerűen írjuk le, rendszerezzük; a lehetséges értékeket a 

gyakoriságukkal együtt egy táblázatban foglaljuk össze. Ezt nevezzük gyakorisági 

eloszlásnak. 

A statisztikai adatokat oszlopdiagramon, kördiagramon, grafikonon, szalagdiagramon, stb. 

ábrázolhatjuk. 

 

KÖZÉPÉRTÉKEK 

 

Def: Két pozitív szám számtani (vagy aritmetikai) közepének nevezzük a két szám 

összegének felét. 

   𝐴(𝑎; 𝑏) =
𝑎+𝑏

2
 

Def: Két pozitív szám mértani (vagy geometriai) közepének nevezzük a két szám szorzatának 

négyzetgyökét. 

   𝐺(𝑎; 𝑏) =  √𝑎 ∙ 𝑏 

Def: Két pozitív szám harmonikus közepének nevezzük a két szám reciprokából számított 

számtani közép reciprokát: 

   𝐻(𝑎; 𝑏) =  
1

1
𝑎+

1
𝑏

2

=
2

1

𝑎
+

1

𝑏

=
2∙𝑎𝑏

𝑎+𝑏
 

Def: Két pozitív szám négyzetes közepének nevezzük azt a számot, amelyet a két szám 

négyzetének számtani közepéből négyzetgyökvonással kapunk. 

   𝑁(𝑎; 𝑏) =  √
𝑎2+𝑏2

2
 

Tétel: 𝐻(𝑎; 𝑏) ≤ 𝐺(𝑎; 𝑏) ≤ 𝐴(𝑎; 𝑏) ≤ 𝑁(𝑎; 𝑏). 
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Def: A számsokaságban a legtöbbször előforduló számot a számsokaság móduszának 

nevezzük.  

Def: Rendezzük nagyság szerint sorrendbe a számadatokat. A középső értéket nevezzük 

mediánnak. (Ha két középső van, akkor ezek átlagát vesszük.) 

Def: A számsokaság legnagyobb és legkisebb számának különbségét terjedelemnek 

nevezzük. 

Def: Az x1, x2, ... , xn számsokaság egy tetszőleges x számtól vett átlagos abszolút eltérésnek 

nevezzük  a következőt: 

   𝑆𝑛(𝑥) =
|𝑥1−𝑥|+|𝑥2−𝑥|+⋯+|𝑥𝑛−𝑥|

𝑛
 

Def: Az x1, x2, ... , xn számsokaság egy tetszőleges x számtól vett átlagos négyzetes eltérésnek 

nevezzük  a következőt: 

   𝐷𝑛
2 =

(𝑥1−𝑥)2+(𝑥2−𝑥)2+⋯+(𝑥𝑛−𝑥)2

𝑛
 

Ha x pontosan a sokaság átlaga, akkor ezt a számot a sokaság szórásnégyzetének nevezzük, a 

belőle vont négyzetgyököt pedig szórásnak. 
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21. 

KOMBINATÓRIKA 

 

A „skatulyaelv”  

 
 

A „skatulyaelvet elhelyezési problémák megoldásánál alkalmazzuk. 

1. n db dobozba n + 1 db tárgyat teszünk, akkor legalább egy dobozba legalább 2 db 

tárgyat kell helyezni. 

2. Ha n dobozba n∙k + 1 db tárgyat akarunk tenni, akkor legalább 1 dobozba k darabnál 

többet kell helyezni. 

 

A logikai szita 

 

Olyan típusú feladatok megoldásánál alkalmazzuk a logikai szitát, amikor azt kell 

meghatároznunk, hogy hány olyan eleme van egy alaphalmaznak, amely a felsorolt 

tulajdonságok egyikével sem rendelkezik: egy adott halmaz elemei közül a bizonyos 

tulajdonsággal nem rendelkező elemek számát határozzuk meg. 

Az összes elem számát jelölje N. 

Az egyes tulajdonságokat a1-gyel, a2-vel, a3-mal jelöljük. Azoknak az elemeknek a 

számát, amelyek az a1, a2, a3 tulajdonságokkal rendelkeznek, jelölje N(a1), N(a2), 

N(a3). 

Olyan elemek is vannak, amelyek kétféle tulajdonsággal is rendelkeznek. Ezek száma: 

N(a1, a2), N(a2, a3), N(a1, a3). 

N(a1, a2, a3) azon elemek száma, melyek az a1, a2, a3 tulajdonságok mindegyikével 

rendelkeznek. 

N∗ = N − [𝑁(𝑎1) + 𝑁(𝑎2) + 𝑁(𝑎3)] + [𝑁(𝑎1,𝑎2) + 𝑁(𝑎2,𝑎3) + 𝑁(𝑎1,𝑎3)] −

−𝑁(𝑎1, 𝑎2, 𝑎3). 
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Sorbarendezések 

 

 

 
Def:  Az első n természetes szám szorzatát n faktoriálisnak  nevezzük. 

 Jele: n! 

 n! = 1 ∙ 2 ∙ 3 ∙ … ∙ (n − 1) ∙ n   ( n   N ) 

 Megállapodunk abban hogy 1! = 1 és 0! = 1. 

 

Az elemek egy elrendezését az elemek egy permutációjának nevezzük. Ha az elemek egy 

sorrendjét megváltoztatjuk, akkor azt permutálásnak mondjuk. 

n elem permutációinak számát Pn – nel jelöljük.   

 

Tétel: n db különböző elem permutációinak (azaz a különböző elrendezéseinek) a száma: 

   

  Pn = n! 

 

Ismétléses permutációnak nevezzük azt az esetet, amikor a rendezendő tárgyak, elemek között 

olyanok is vannak, amelyeket nem tudjuk megkülönböztetni egymástól. Az ismétléses 

permutációk számát P-vel és kettős indexel jelöljük. Az alsó index az összes tárgynak a 

számát mutatja, a felső index pedig külön – külön felsorolva azt, hogy az egyformákból hány 

darab van: 

  k21 n,...,nn

nP  

 

Tétel: Az ismétléses permutációk száma: 

  
!n!...n!n

!n
P

k21

n,...,nn

n
k21    (n1 + n2 + … + nk ≤ n) 
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Kiválasztási és sorrendi kérdések 

 

Def: 𝑉𝑛
𝑘 azt a számot jelenti, amely megadja, hogy n elemből hányféleképpen 

választhatunk ki és írhatunk fel minden lehetséges sorrendben k elemet. 

(k ≤ n) 

𝑉𝑛
𝑘: n elem k-ad osztályú variációinak száma. 

Tétel: 𝑉𝑛
𝑘 = 𝑛(𝑛 − 1)(𝑛 − 2) ∙ … ∙ (𝑛 − 𝑘 + 1) 

 

Ha n különböző elemből úgy képezünk rendezett k-asokat, hogy egy-egy elem 

többször is előfordulhat, akkor azokat az n elem k-ad osztályú ismétléses variációinak 

nevezzük. 

𝑉𝑛
𝑘(𝑖)

= 𝑛 ∙ 𝑛 ∙ … ∙ 𝑛 = 𝑛𝑘. 

 

Kombinációk 

 

Def: 𝐶𝑛
𝑘 azt a számot jelenti, amely megadja, hogy n elemből hányféleképpen 

választhatunk ki k elemet tekintet nélkül azok sorrendjére. 

(k ≤ n) 

Tétel: 𝐶𝑛
𝑘 = (

𝑛
𝑘

) =  
𝑛(𝑛−1)(𝑛−2)∙   ∙(𝑛−𝑘+1)

𝑘!
=

𝑛!

𝑘!(𝑛−𝑘)!
 

 

Ha n különböző elemből úgy választunk ki k darabot (𝑘 ≤, ≥ 𝑛), hogy egy-egy elem 

többször is előfordulhat, akkor ismétléses kombinációnak nevezzük. 

𝐶𝑛
𝑘(𝑖)

= (
𝑛 + 𝑘 − 1

𝑘
). 
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A binomiális tétel 

 

Ismert az (𝑎 + 𝑏)2 = 𝑎2 + 2𝑎𝑏 + 𝑏2 vagy (𝑎 + 𝑏)3 = 𝑎3 + 3𝑎2𝑏 + 3𝑎𝑏2 + 𝑏3 

azonosság, amihez az (𝑎 + 𝑏)(𝑎 + 𝑏) illetve az (𝑎 + 𝑏)(𝑎 + 𝑏)(𝑎 + 𝑏) műveletek 

elvégzésével jutottunk. 

  

Tekintsük az (𝑎 + 𝑏) kéttagú kifejezés ötödik hatványát: 

Ha a-t 5 tényezőből választjuk, akkor a b-t 0-ból: →𝑎5 

Ha a-t 4 tényezőből választjuk, akkor b-t 1-ből: →𝑎4𝑏 

Ha a-t 3 tényezőből választjuk, akkor a b-t 2-ből: →𝑎3𝑏2 

Ha a-t 2 tényezőből választjuk, akkor b-t 3-ból: →𝑎2𝑏3 

Ha a-t 1 tényezőből választjuk, akkor a b-t 4-ből: →𝑎𝑏4 

Ha a-t 0 tényezőből választjuk, akkor b-t 5-ből: →𝑏5 

 

Az 𝑎5, 𝑎4𝑏, 𝑎3𝑏2, 𝑎2𝑏3, 𝑎𝑏4 é𝑠 𝑏5 tagok együtthatóit azok a számok adják, amelyek 

megadják, hogy 5 tényezőből hányféle módon lehet kiválasztani azokat, amelyek a 

megfelelő b tényezőt adják: tehát az együtthatók: 

 

(
5
0

) ; (
5
1

) ;  (
5
2

) ; (
5
3

) ; (
5
4

) ;  (
5
5

) 

 

1 5 10 10 5 1 

 

Tehát: 

(𝑎 + 𝑏)5 =  𝑎5 + 5𝑎4𝑏 + 10𝑎3𝑏2 + 10𝑎2𝑏3 + 5𝑎𝑏4 + 𝑏5 

 

A kéttagú kifejezést idegen szóval binomnak nevezzük, az (
𝑛
𝑘

) számokat pedig 

binomiális együtthatóknak. (𝑛, 𝑘 ∈ 𝑵, 𝑛 ≥ 𝑘). 

 

A binomiális tétel: 

Tétel: Ha a és b tetszőleges valós számok és n pozitív egész szám, akkor: 

 

 

(𝑎 + 𝑏)𝑛 = (
𝑛
0

) 𝑎𝑛 + (
𝑛
1

) 𝑎𝑛−1𝑏 + ⋯ + (
𝑛
𝑖

) 𝑎𝑛−𝒾𝑏𝒾 + ⋯ + (
𝑛

𝑛 − 1
) 𝑎𝑏𝑛−1 + (

𝑛
𝑛

) 𝑏𝑛. 
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A Pascal háromszög 

 

A binomiális tételben található együtthatók kiszámítására egyszerű eljárást 

találhatunk. Írjuk fel a binomiális együtthatókat az n = 0, 1, 2, 3, 4, … kitevők 

mellett az alábbi elrendezésben: 

(
0
0

) 

(
1
0

) (
1
1

) 

(
2
0

) (
2
1

) (
2
2

) 

(
3
0

) (
3
1

) (
3
2

) (
3
3

) 

(
4
0

) (
4
1

) (
4
2

) (
4
3

) (
4
4

) 

 

Ebben a „háromszög elrendezésben” minden sorban az első és utolsó számjegy 

1. mert (
𝑛
0

) = (
𝑛
𝑛

) = 1.  

Ismert a következő összefüggés: (
𝑛
𝑘

) + (
𝑛

𝑘 + 1
) = (

𝑛 + 1
𝑘 + 1

). 

Ennek alapján láthatjuk, hogy a „háromszög elrendezésben” a sorok bármely 

belső száma (azaz nem az első és nem az utolsó) a felette balról és jobbról álló 

két számnak az összege. Így gyorsan felírhatók a binomiális együtthatók: 

 

           1 

1  1 

1  2  1 

1  3  3  1 

1  4  6  4  1 

1  5  10  10  5  1 

 

A kéttagú kifejezések hatványozásánál fellépő együtthatóknak ezt az 

elrendezését Pascal háromszögnek nevezzük. 
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22. 

VALÓSZÍNŰSÉG SZÁMÍTÁS 

 

Gyakran találkozunk mindenki számára sokszor, függetlenül megismételhető 

kísérlettel, amelyek kimenetele nem jósolható meg egyértelműen. 

Foglakozunk a véletlen eseményekkel és azok valószínűségével. A 

valószínűség-számítás alapelve szerint az eseményekhez egy valós számmal 

kifejezhető mértéket rendelünk, az események valószínűségét. Egy A esemény 

esetén ezt P(A)-val jelöljük. 

A mértéket úgy választották meg, hogy a biztos esemény valószínűsége 1 

legyen, a lehetetlen esemény valószínűsége pedig 0. A nagyobb mérték a 

bekövetkezés nagyobb valószínűségét jelenti. 

Az azonos körülmények között megismétlődő, illetve megismételhető 

jelenségeket kísérletnek nevezzük. Eldönthetjük, hogy egy bizonyos 

szempontból mi lett a kísérlet kimenetele, azaz egy adott esemény 

bekövetkezett-e, vagy sem. (Például prímet dobunk egy szabályos 

dobókockával.) 

Egy valószínűségi kísérlet lehetséges, konkrét, egyféleképpen előforduló 

kimenetelei az elemi események. (Pl. konkrét kimenetel a páros szám dobása, 

de nem elemi esemény, hiszen az 2, 4, 6 is lehet.) Az elemi események halmaza 

az eseménytér. A probléma vizsgálatának megfelelő eseményteret kell 

választani. (Pl. egy széles pénzérme az élére is eshet.) A nem elemi eseményeket 

az eseménytér részhalmazaival jellemezhetjük. 

 

A VALÓSZÍNŰSÉG TAPASZTALATI FOGALMA 

 

Egy véletlen esemény valószínűségéről tájékoztatást kaphatunk, ha egymás után 

nagyon sokszor, egymástól függetlenül végezzük el a kísérletet, és 

megfigyeljük, hogy a véletlen esemény hányszor következik be.  

A megfigyelt esemény bekövetkezéseinek a számát gyakoriságnak nevezzük. 

Ezt a számot elosztva az elvégzett kísérletek számával, az esemény relatív 



70 

 

gyakoriságát kapjuk. Ez az érték a véletlentől függ. Ha a kísérletet nagyon 

sokszor végezzük el, akkor a relatív gyakoriság már mutat valamilyen stabilitást: 

találunk egy olyan értéket, amelyik körül ez ingadozik. Ez az érték az A 

esemény fontos jellemzője: az A eseményt méri.  

A relatív gyakorisággal még nem definiálhatjuk a valószínűséget. Ez számunkra 

csak tapasztalati tény. (Nem bizonyított!)  

 

Műveletek eseményekkel 

1. Az A és B események összege: A + B 

Akkor következik be, ha az A és B események közül legalább az egyik 

bekövetkezik. 

2. Az A és B események szorzata: 𝐴 ∙ 𝐵  

Akkor következik be, ha az A és B események egyidejűleg következnek 

be. 

3. Komplementer esemény: �̅� 

Az az esemény, amikor az A esemény nem következik be. 

4. A és B események különbsége: 𝐴 − 𝐵 

Akkor következik be, ha az A esemény bekövetkezik, de a B nem. 

5. Egymást kizáró események: Ha 𝐴 ∙ 𝐵 =  ∅, akkor 𝐴 − 𝑡 é𝑠 𝐵 − 𝑡 

egymást kizáró eseményeknek nevezzük. 

 

Műveleti tulajdonságok: 

 

  𝐴 +  ∅ = 𝐴                                             𝐴 ∙  ∅ =  ∅  
  𝐴 + 𝐼 = 𝐼                                                𝐴 ∙ 𝐼 = 𝐴 

  𝐴 +  �̅� = 𝐼                                              𝐴 ∙ 𝐼 =  ∅ 

  𝐴 + 𝐵 = 𝐵 + 𝐴                                     𝐴 ∙ 𝐵 = 𝐵 ∙ 𝐴 

  𝐴 + 𝐴 = 𝐴                                              𝐴 ∙ 𝐴 = 𝐴 

  𝐴 +  (𝐵 + 𝐶) = (𝐴 + 𝐵) + 𝐶            𝐴 ∙  (𝐵 ∙ 𝐶) =  (𝐴 ∙ 𝐵) ∙ 𝐶 

    𝐴 ∙  (𝐵 + 𝐶) = 𝐴 ∙ 𝐵 + 𝐴 ∙ 𝐶 
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A VALÓSZÍNŰSÉG 

 

A valószínűség egy olyan függvény, amely az összes lehetséges eseményhez 

egy-egy számot rendel. 

1. Egy A esemény valószínűsége 1-nél nem nagyobb, nemnegatív szám, 

azaz 0 ≤ P(A )≤ 1. 

2. A biztos esemény valószínűsége 1, azaz P(I) = 1. 

3. Két, egymást kizáró esemény összegének valószínűsége a valószínűségek 

összegével egyenlő, azaz  

 P ( A + B ) = P ( A ) + P ( B ) , ha A ∙ B = ф 

 

Következmény: 

 P (A + B) = P (A) + P (B) – P (A ∙ B) 

 P (�̅�) = 1 – P (A)  
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Klasszikus valószínűségi mező 

 

Az olyan soeciális esetekben, amikor n db véges számú elemi esemény alkotja 

az eseményteret, és ezek mindegyikének egyenlő a valószínűsége, akkor 

klasszikus valószínűségi mezőről beszélünk. 

Legyen E1, E2, … En n elemi esemény. Ekkor az Ei események egymást 

páronként kizáró események és E1 + E2 + … + En = I. 

Így a definiált tulajdonságok miatt: 

 

𝑃(𝐼) = 𝑃(𝐸1 + 𝐸2 + ⋯ + 𝐸𝑛) = 𝑃(𝐸1) + 𝑃(𝐸2) + ⋯ + 𝑃(𝐸𝑛) 
 

Mivel mindegyik elemi esemény azonos valószínűségű, azaz 

 

𝑃(𝐸1) = 𝑃(𝐸2) = ⋯ = 𝑃(𝐸𝑛), 

 

így 1 = 𝑛 ∙ 𝑃(𝐸𝑖), amiből 𝑃(𝐸𝑖) =
1

𝑛
. 

 

Vegyük ennek az eseménynek egy olyan A eseményét, amely k db elemi 

eseményből áll: 

 

𝐴 =  𝐴1 + 𝐴2 + ⋯ + 𝐴𝑘. 

 

Az eseménytér elemi eseményei egymást kizáróak, így a valószínűségre 

megismert tulajdonságok alapján: 

 

𝑃(𝐴) = 𝑃(𝐴1 + 𝐴2 + ⋯ + 𝐴𝑘) = 𝑃(𝐴1) + 𝑃(𝐴2) + ⋯ + 𝑃(𝐴𝑘) =

=  
1

𝑛
+

1

𝑛
+ ⋯ +

1

𝑛
=

𝑘

𝑛
 

 

 

 

 

A k-t az A eseményre vonatkozó kedvező esetek számának nevezhetjük, n pedig 

az összes eset száma. 

A klasszikus valószínűségi mező esetén az események valószínűséglét a 

kombinatorikai ismeretek segítségével számolhatjuk ki. 

 

 

  

k db 
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23. 

 

GRÁFELMÉLETI ALAPFOGALMAK 
 

Gráfnak nevezzük a pontoknak és éleknek a halmazát, ahol az élek pontokat kötnek össze, 

illetve az élekre pontok illeszkednek úgy, hogy minden élre legalább egy, legfeljebb két pont 

illeszkedik. 

A gráfok pontjait egyszerűen pontoknak nevezzük, de használatos a csúcspont, illetve a 

szögpont elnevezés is. 

Ha egy élre két pont illeszkedik, akkor azt mondjuk, hogy az él két pontot köt össze. Azt is 

mondjuk, hogy a P, Q pontok az „e” él végpontjai. 

 

 

 

 

Ha a P, Q pontokat több él köti össze, akkor ezeket párhuzamos éleknek nevezzük. 

Ha egy élre egy pont illeszkedik, azaz egy él végpontja azonos, akkor azt az élt hurokélnek 

nevezzük. 

Ha egy gráfban nincsenek párhuzamos élek és nincs hurokél, akkor egyszerű gráfnak 

nevezzük. 

Teljes gráf: A gráf mindegyik pontjából pontosan egy-egy él vezet a gráf összes többi 

pontjába. 

 

 

 

 

 

Két gráfot akkor nevezünk izomorfnak, ha pontjaik és éleik kölcsönösen egyértelműen és 

illeszkedéstartóan felelnek meg egymásnak. 

 

Egy gráf egy pontjába összefutó éleinek számát a pont fokszámának (röviden fokának) 

nevezzük. 

Tétel: Bármely gráfban a fokszámok összege az élek számának kétszerese. 

Tétel: Bármely gráfban a páratlan fokszámú pontok száma páros. 

 

P P Q 
P Q 
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További fogalmak: 

 

Útnak nevezzük a gráf egymáshoz csatlakozó éleinek olyan sorát, amely egyetlen ponton sem 

megy át egynél többször. 

 

Vonalnak nevezzük a gráf egymáshoz csatlakozó éleinek olyan sorát, amelyben egyetlen él 

sem szerepel egynél többször. 

 

Körnek nevezzük a kezdőpontjába visszatérő utat, azaz olyan élsorozatot, amely 

kezdőpontjába tér vissza, és benne minden pont és minden él csak egyszer szerepel. 

 

   

 

 

 

 

 

Összefüggőnek nevezünk egy gráfot, ha bármely pontjából bármely pontjába eljuthatunk 

valamilyen úton. 

 

 

 

 

  

összefüggő     nem összefüggő 

 

Belátható, hogy ha egy összefüggő gráf tartalmaz kört, és a körnek valamelyik élét elhagyjuk, 

akkor is összefüggő gráfot kapunk. 

 

Euler vonal: az olyan vonal, amelynek a kezdő- és végpontja azonos, és amelyben a gráf 

minden éle szerepel. (A gráf egyik pontjából kiindulva a ceruza felemelése nélkül 

megrajzolhatjuk a gráfot úgy, hogy ceruzánkkal minden élen pontosan egyszer haladunk át, és 

visszatérünk a kiindulópontba.) 

 

Tétel: Egy összefüggő gráfnak akkor és csakis akkor van Euler-vonala, ha a gráf minden 

pontjának a fokszáma páros szám. 

Ha egy gráf összefüggő és nem tartalmaz kört, akkor azt fának nevezzük. 

A fák néhány tulajdonsága: 

 A fák bármely két pontját egyetlen út köti össze. 

 Egy fának bármely élét elhagyjuk, akkor a gráf már nem összefüggő. 

 Ha egy fának bármely két olyan pontját összekötnénk, amely eddig nem volt összekötve, 

akkor a gráfban már lenne kör. 

Tétel: Minden többpontú fának (azaz olyannak, amely legalább kétpontú) van elsőfokú 

pontja. 
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Tétel: Az n pontú fának n-1 éle van. 

 

 

24.                                                                                

LOGIKA 

 

 

Azokat a kijelentő mondatokat, amelyekről egyértelműen eldönthetjük, hogy logikai értékük 

igaz, vagy hamis, kijelentéseknek vagy állításoknak nevezzük. 

A kijelentések (nyelvtanilag kijelentő mondatok) lehetnek igazak (i) vagy hamisak (h): a 

kijelentések logikai értéke igaz vagy hamis. 

A kijelentések körében végzett műveletek logikai értéke csak a műveletekkel összekapcsolt 

állítások logikai értékétől függ. 

Megállapodás szerint, ha valamelyik kijelentést két függőleges vonal közé írjuk, akkor ezt a 

kijelentés logikai értékének tekintjük. 

Pl:  │Az 5 prímszám.│= i 

 │A 8 prímszám.│= h 

 

Negáció: 

A negáció egyváltozós művelet. 

Egy igaz A kijelentés negációja nem igaz; egy nem igaz B kijelentés negációja igaz kijelentés. 

Jele: ┐A 

 

A ┐A 

I h 

H i 

 

A tagadás tagadása igaz állítást jelent: ┐(┐A) = A 

 

Konjunkció: 

A konjunkció olyan művelet, amely két kijelentést az ÉS kötőszóval kapcsol össze egy 

kijelentéssé. 

Jele: Λ 
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Az és logikai művelet eredménye pontosan akkor igaz, ha mindkét logikai kijelentés logikai 

értéke igaz. 

 

A B A Λ B 

i i i 

i h h 

h i h 

h h h 

 

Műveleti tulajdonságok:  A Λ B = B Λ A 

    (A Λ B) Λ C = A Λ (B Λ C) 

 

Diszjunkció: 

A diszjunkció olyan logikai művelet, amely két kijelentést a VAGY kötőszóval kapcsol össze 

egy kijelentéssé. 

Jele: V 

A VAGY logikai művelet eredménye pontosan abban az esetben hamis, ha mindkét kijelentés 

logikai értéke hamis. 

 

 

A hétköznapi gyakorlatban a „vagy” kötőszót többféle értelemben is használjuk.  

 

A „választó” vagy: A mai, vagy a holnapi napon megyünk kirándulni. 

A „kizáró” vagy nem engedi meg, hogy mindkét állítás egyszerre igaz legyen.  

(Pl. Jancsi kerékpározik, vagy úszik. Egyszerre nem tudja mindkét cselekvést folytatni.) 

A „megengedő” vagy lehetővé teszi, hogy az egyik, vagy a másik, vagy mindkét állítás igaz 

legyen. 

(Pl. Jancsi zenét hallgat, vagy ír. Egyszerre lehet mindkét cselekvést folytatni.) 

A logikában a diszjunkció ez utóbbi értelmet használja. 

A B A V B 

i i i 

i h i 

h i i 

h h h 



78 

 

Implikáció: 

Az implikáció olyan logikai művelet, amely két kijelentést a HA „a” AKKOR „b” 

szerkezettel kapcsol össze kijelentéssé. 

Jele: → 

 

 

 

 

 

 

Az implikáció nem kommutatív művelet. 

 

Ekvivalencia: 

Ekvivalenciának azt a logikai műveletet nevezzük, amelynél két kijelentéssel képezhető 

implikációt konjunkcióval kacsolunk össze. (Ekvivalencia = egyenértékű) 

Jele: ↔ 

A B A → B B → A A ↔ B 

i i i i i 

i h h i h 

h i i h h 

h h i i i 

 

A B A →B 

i i i 

i h h 

h i i 

h h i 


