HALMAZOK

Alapfogalmak: halmaz, halmaz eleme.
(Szdmhalmazok, ponthalmazok.)

Jelolés: A; B; N; Q; €; €.

A halmaz alapfogalom. A halmaz fogalma csak akkor hasznalhatd, ha minden elemr6l

egyértelmiien eldonthetd, hogy eleme — e a halmaznak, vagy sem.

A halmaz megadasa az elemek egyértelmii meghatarozasat jelenti.

a.) Ha kevés az elem, akkor a teljes felsorolassal adhatjuk meg a halmazt.
pl: A={0;1, 2,3}

b.) Olyan meghatarozast adunk, melynek alapjan egyértelmii lesz a halmaz megadasa.
pl: B = { egyjegyli paros pozitiv szamok }

c.) A halmazt megadhatjuk képlettel.
pl; C ={n? | I<n<10,ne N}

d.) Venn — diagramba beirjuk az elemeket, vagy a meghatarozasokat.

Def: Két halmaz <> egyenld, ha az egyik halmaz elemei a masik halmaz elemeivel azonosak.

M és N < egyenl6, haa € M esetén a € N is teljesiil, ésha b M, — b ¢ Nis igaz.

Def: Az A halmazt a H halmaz részhalmazanak nevezziik, ha az A halmaz minden eleme a H
halmaznak is eleme.

Az A halmazt a H halmaz valddi részhalmazanak nevezziik, ha az A halmaz részhalmaza a H

halmaznak, de nem egyenld vele.

Jele:AcH,AcH

A

AzH AcH



H; A

AcH

Az tres halmaz (lasd lentebb) minden halmaznak részhalmaza, ¢és minden halmaz

részhalmaza 6nmaganak.

Tétel: Egy n elemii halmaznak 2" darab részhalmaza van.

Halmazok szamossaga

Def: Ures halmaz: egyetlen eleme sincs. A 0 elemii halmazt iires halmaznak nevezziik.

Jele: O vagy {}.

Def: 1.) Legyen az iires halmaz szamossaga 0.
2.) Véges sok kiilonboz0 elemet tartalmazd halmaz szdmossagat az elemeinek
szamaval definialjuk és jeloljiik:
phA={1;2;3;4} - |A]|=4.
A véges halmaz elemeinek szdmat egy természetes szammal adhatjuk meg.
3.) A nem véges szamossagu halmaz szamossaga végtelen.
(Ha egy elemet tobbszor sorolunk fel, attél sem a halmaz, sem a halmaz szdmossdga nem

valtozik meg.)

Def: Az [a; b] zart intervallumon azon X € R szamok halmazat értjiik, amelyre a <X <b.
Az ]a; b[ nyilt intervallumon azon X € R szdmok halmazat értjiik, melyre a <x <b.

(a,b eR)

Balrol zart (nyilt), jobbrol nyilt (zart) intervallumot is értelmezhetiink.

Az intervallum egy részhalmaz a szdmegyenesen.



2.

MUVELETEK HALMAZOKKAL

A halmazok vizsgélatakor meg kell adni egy olyan halmazt, melynek a vizsgalt halmazok
részhalmazai, ezt alaphalmaznak vagy univerzumnak nevezziik.
Jele: U

Def: Egy A halmaz komplementer halmazanak nevezziikk az alaphalmaz azon elemeinek

halmazat, amelyek az A halmaznak nem elemei.

Jele: A A={x|xgA}

U

1. Unioképzés

Def: Két halmaz unidjanak (egyesitésének) nevezziik azoknak az elemeknek az Gsszességét,
amelyek a két halmaz koziil legalabb az egyiknek elemei.

AUB={x| xeA vagy xeB}.

Jele: AUB.

Az uni6 mivelet tulajdonsagai tetszéleges A, B, C halmazokra:

e kommutativ: AUB=BUA

e asszociativ: AU(BUC)=(AUB)UC

° (AU{})ZA
e AUA=A
e AuU=U

2. Metszetképzés

Def: Két halmaz metszetének (kozos részének) nevezziik azoknak az elemeknek a halmazat,
amelyek mindkét halmaznak az elemei.

ANnB={x xeA é xeB}.



Jele: AnB

A metszet miivelet tulajdonsagai tetszéleges A, B, C halmazokra:

e kommutativ: ANB=BnA

e asszociativ: AN(BNC)=(AnB)NC

o An{)={
e ANA=A
e AnU=A

A metszet disztributiv az uniora nézve:
An(BuC)=(AnB)U(ANC)

3. Kiilonbségképzés

Def: Az A és B halmaz (ebben a sorrendben) kiilonbsége az A halmaz mindazon elemeinek a
halmaza, amelyek a B halmaznak nem elemei.
A\B={x | xeA ¢ x¢B}.

Jele: A\ B

A kiilonbségképzés muveleti tulajdonsagai tetszéleges A és B halmazokra:

e nem kommutativ: A\B#B\A

e A\A={}
e« A\{J=A
. D\A=Q
e U\A=A

Def: Két halmaz diszjunkt, ha nincs kdzds elemiik, vagyis a metszetiik iires halmaz:
ANnB=0.



3.

SZAMFOGALOM

A szamfogalom kialakulasa egy nagyon hosszi folyamat volt. Kezdete olyan korra teheto,
amelyrdl irasbeli feljegyzések nem maradtak fenn.
A szamolas igénye alakitotta ki az 1, 2, 3, ... szamokat, amelyeket pozitiv egész szamoknak

neveziink.
Jele: N™.
A pozitiv egész szamokat kiegészitve a 0-val, a természetes szamokrol beszéliink: 0, 1, 2, 3, ...
Jele: N.
A természetes szamhalmazban értelmezziik az Osszeadas és szorzas muveleteket. Ezek a
miiveletek nem vezetnek ki a szamhalmazbol:
haa,be N, =D>a+beNésa-beN.
A természetes szdmok halmazat Ugy boOvitjik, hogy a kordbban bevezetett miveleti

tulajdonsagok érvényben maradjanak, azaz a permanencia elv alapjan. (Majd a tovabbi
szamhalmazbdvités is hasonloan torténik.)

Def: Az olyan szamokat, amelyek felirhatok két természetes szam kiilonbségeként, egész
szamoknak nevezziik.

Jele: Z. z={..-3,-2,-1,0,1,2,3, ..}

Def: Egy "a" szam ellentettjén azt a szamot értjiikk, melyet az "a"-hoz hozzaadva 0-t kapunk.
A 0-nal nagyobb szamokat pozitiv szamoknak, a 0-nal kisebb szaimokat negativ szamoknak
nevezziik.

Az egész szamok halmaza az O6sszeaddasra, kivonasra, szorzasra nézve zart.

Def: Azokat a szamokat, amelyek felirhatok két egész szam hanyadosaként, racionalis

szamoknak nevezziik. (A nevezd nem lehet nulla.)
a
E ) b+0;, abelZ
Jele: Q.
Tétel: Minden racionalis szam felirhat6 periodikus tizedes-tort alakban.
Tétel: Barmely periodikus tizedes-tort felirhato két egész szdm hanyadosaként.
Def: A nem periodikus végtelen tizedes-torteket irracionalis szamoknak nevezziik.
Jele: Q.
Az irracionalis szamok nem irhatok fel két egész szam hanyadosaként.
Def: A végtelen tizedes-tortekkel megadhat6 szamokat valdés szamoknak nevezzik.

Jele: R.




SZAMEGYENES
e A szamegyenesen minden valds szamnak megfelel egy pont.
e A szdmegyenes barmely pontjanak megfelel egy valds szam.

| | | | | |
| | | | | |

v

Def: Egy valos szam abszolutértékének nevezziik a kovetkezd valds szamot:

a,haa>0
a=40haa=0
—a,haa <0

SZAMHALMAZOK

e N:természetes szamok
e Z:egész szamok

e Q: racionalis szamok

° Q*:irracionélis szamok
e R:valds szamok

NcZcQcR
QuUQ =R
QnQ ={



Miiveleti tulajdonsagok a valds szamok halmazan

1. Az 0sszeadss, illetve a szorzds kommutativ (felcserélhetd) tulajdonsagli miivelet:
atb=b+a; a‘b=b-a; a,beR.
Osszeadasnal tagok, szorzasnal tényezok vannak.
2. Az Gsszeadas, illetve a szorzas asszociativ (atcsoportosithato) tulajdonsagh miivelet:
(atb)+c=a+(b+c); (a-b)y-c=a-(b-c); a,b,ceR.
Tobb tag dsszeadasakor a tagok, tobb tényezd szorzasakor a tényezok tetszés szerint
csoportosithatok.
3. A valbs szamok szorzasa az 9sszeadasra nézve disztributiv (széttagolhato)
tulajdonsadgu miivelet:
(at+b)-c=a-c+b-c a,bceR.
— zarojel felbontas
«— kiemelés
(a+b)-(ctd)=a-c+b-cta-d+b-d.
Tobbtagt kifejezésnek tobbtagtval torténd szorzdsakor az eredetivel azonos kifejezést
kapunk, ha az egyik tényez6 minden tagjat megszorozzuk a masik tényezé minden

tagjaval és ezeket a szorzatokat dsszeadjuk.

A természetes szamok halmaza az dsszeaddsra €s szorzdsra nézve zart.

A kivonas kivezet a természetes szamok halmazabdl. Az egész szamok halmaza a
kivonasra nézve zart.

Az osztas kivezet az egész szamok halmazabol. A racionalis szdmok halmaza az

osztasra nézve zart.



4. Betls kifejezésekkel egyszertien irhatok fel a tortszamokra vonatkoz6 miiveleti

szabalyok:
a. bovités — egyszertisités:

a_a-c,

—=— b, c #0.
b b-c ?
b. Osszeadas:
cC C C
C. SZOrzas:
ac_ac, b, d #0.
b d b-c
d. osztas:
E_Ezggzﬂ’ b,C,d?éO.
b d bc b-c



OSZTHATOSAG

Def: Az a, b természetes szamok esetén az a szamot a b szam osztoéjanak nevezziik, ha van

olyan q természetes szam, melyre fennall az a - ¢ = b egyenldség.

Jele: a/b; a,b eN.

Tulajdonségai:

1.
2.
3.

a /a: azaz minden szam oszthatd dnmagaval. (a € N)

Tranzitiv tulajdonsagu: azaz ha a/c és c/b, akkor ab.

Ha egy szam kilon-kulon osztdja két szamnak, akkor 6sszegliknek (kilonbségiiknek)
is osztdja: a/b és a/c =a/(b + ¢) (b>c).

Ha egy szam osztdja egy kéttagl Osszegnek, és osztdja az egyik tagjanak, akkor a
masik tagjanak is osztéja: a/(b+c) és a/b = a/c .

Ha egy a szam osztdja egy b szamnak, akkor a b szam t6bbszérdsének is osztdja.
a/b=a/b-c.

Altaldnosan: a/b és ¢/d =a-c/b-d.

Ha a/1, akkor a = 1.

Haa/bésb/a=a=b

Barmely természetes szam esetén a/ 0, mivel 0-a = 0.

Egy szam 1-en és 6nmagan kiviili osztoit a szdm valddi osztoinak nevezziik.

Def: Az a egész szam tobbszordse a b egész szamnak, ha talalhaté olyan k egész szam,

melyre teljesiil az a = kb egyenldség.

PRIMSZAM, OSSZETETT SZAM

Def: Azokat az 1-nél nagyobb természetes szamokat, amelyeknek pontosan két osztojuk van

(egy €és 6bnmaga), primszdmoknak nevezziik.



(PI: 2,3,5,7,11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, ...)

Végtelen sok primszam van.

Def: Azokat az 1-nél nagyobb természetes szamokat, amelyeknek kettonél tobb osztdjuk van,
Osszetett szdmoknak nevezziik. (Ezeknek a szdmoknak van valddi osztdjuk.)

Az 1 nem primszam €s nem Osszetett szam.

A szamelmélet alaptétele

Tétel: Barmely Osszetett szam, a tényezOk sorrendjétdl eltekintve, egyértelmiien felirhatod

primszamok szorzataként.

Legnagyvobb kozos 0szto

Def: Az a és b pozitiv egész szamok legnagyobb kdzds osztdja az a pozitiv d szam, amely

osztdja az a és b szdmoknak, és ha d* egy masik osztoja az a és b szamoknak, akkor d* valdodi
osztoja a d-nek is.

(Azaz d a k6z0s osztok koziil a legnagyobb.)

Jelolése: (a, b)=d

Természetesen a legnagyobb kdzds 0sztd tobb szam esetén is értelmezhetd.

Def: Ha két vagy tobb szam legnagyobb ko6z0s osztdja 1, akkor ezeket a szamokat relativ
primeknek nevezziik.

A legnagyobb kdz0s 0sztd meghatirozasa:

A vizsgalt szamok mindegyikét primtényezdk szorzatdra bontjuk, majd megkeressiik a kozos

primtényezoket, és a legkisebb hatvanykitevoji kozos primtényezoket dsszeszorozzuk.

P:  a=22-3-5°
b=2-3%7 (a,b)=2"3
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Legkisebb kozos tobbszoros

Def: Az a és b pozitiv egész szamok legkisebb k6z0s tobbszorose az a k pozitiv egész szam,
amely tObbszorése az a és b szdmoknak, és ha k* egy masik tobbszorose a vizsgalt
szamoknak, akkor k* tobbszorose a k-nak is.

(Azaz a koz0s pozitiv tobbszorosok koziil k a legkisebb.)

Jelolése: [ a, b] =k

Természetesen legkisebb kozds tobbszords tobb szam esetén is értelmezheto.

A legkisebb koz0s tobbszOrdos meghatarozasa:

A vizsgélt szamok mindegyikét primtényezOk szorzatara bontjuk, €s az dsszes primtényezot
az eléforduld legnagyobb hatvanyon 6sszeszorozzuk.
Pl.  a=2°-3.5°

b=2-3%-7 [a,b]=2%-3%-5°7

Tétel: (a,b)-[a,b]=a" Db

11



Tétel:

Oszthatosagi szabalyok

2, 5, 10: Egy természetes szam akkor és csak akkor oszthato 2-vel, 5-tel és 10-zel, ha
az utolso szamjegye oszthato 2-vel, 5-tel, 10-zel.

4, 25, 50, 100: Egy természetes szam akkor €s csak akkor oszthato 4-gyel, 25-tel, 50-

nel, 100-zal, ha az utols6 két szamjegyébdl allo szam oszthato 4-gyel, 25-tel, 50-nel,
100-zal.

8, 125, 1000: Egy természetes szam akkor és csak akkor oszthato 8-cal, 125-tel, 1000-
rel, ha az utolsé harom szamjegyébdl allé szam oszthaté 8-cal, 125-tel, 1000-rel.

3, 9. Egy természetes szam akkor és csak akkor oszthatdé 3-mal, 9-cel, ha a

szamjegyeinek Osszege oszthatd 3-mal, 9-cel.

Ha a/c és b/c, valamint (a, b) = 1, akkor a - b /c, azaz ha egy szdmnak két olyan

osztoja van, amelyek relativ primek, akkor a szdmnak osztoja a két 0sztd szorzata is.

A fenti tétel lehetdséget ad tovabbi oszthatosagi szabalyok megfogalmazasara.

PI:

Egy természetes szam akkor és csak akkor oszthato 6-tal, ha oszthato 2-vel és 3-mal.
Egy természetes szam akkor és csak akkor oszthatd 15-tel, ha oszthato 3-mal és 5-tel.
Egy természetes szam akkor és csak akkor oszthat6 12-vel, ha oszthaté 3-mal és
4-gyel. (A 2-vel és 6-tal torténd felbontas azért nem jo, mert 2 és 6 nem relativ

primek.)

Betlis kifejezések esetén is beszélhetiink legnagyobb ko6zds osztérol és legkisebb kozos

tobbszorosrol, de itt az algebrai kifejezések tényezokre bontasat kell felirni.

12



SZAMRENDSZEREK

Def: Ha egy pozitiv x szamot 1 és 10 kozé es6é szam (1< N < 10) és 10 valamely egész
kitevoji hatvanyanak szorzataként irjuk fel, akkor azt mondjuk, hogy a szamot a
normalalakjaval adtuk meg:

x=N-10% keZ
A 10 hatvanykitevdje az adott szdm nagysagrendjére utal, ezért a kitevét az adott szam

karakterisztikajanak nevezziik.

A tizes szamrendszer:

A0, 1, 2, 3,4, 5 6,7, 8 9 szamjegyekkel barmely valds szdm felirhatd6 a tizes
szamrendszerben:

ap 10"+ a,_; - 10" 1+ - +a;- 10  +ay-10°+a_; - 107 + -+ a_,, - 107™
Ennek a szdmrendszernek az alapszama a tiz, ezért nevezziik tizes szdmrendszernek. A

helyiértékek rendre a 10 egész kitevds hatvanyai:

10°: szazmilliés 10" tized
107: tizmillios 102: szézad
10°%: milliés 10°: ezred
10°: szdzezres 10 tizezred
10*: tizezres 10°: szazezred
10°: ezres 10°°: milliomod
10°: sz4zas
10%: tizes
10°%: egyes
milliok ezrek egyesek tizedestortek
— —A —M —M
10° 10" 10° 10° 10* 10° 10% 10" 10°% 107,107, 10°,...
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A kettes szamrendszer

Ha a szamrendszer alapszdmanak a kettot valasztjuk, akkor a szdmok leirasdhoz elegendd két
szamjegy: a 0 és az 1.
A szam altalanos alakja:

ap 2" +ay 42"+t 2+ ap-2°+a 27+ ta 2™

EGESZEK: TORTEK:

28 kettdszazhetvenhatos 2 ketted

2" szdzhuszonnyolcas 2% negyed

2% hatvannégyes 23 nyolcad

2°: harminckettes 2"*: tizenhatod

2% tizenhatos 2°°. harmincketted
2% nyolcas 2°°: hatvannegyed
2% négyes

2% kettes

2%: egyes

Hasonldan hasznalhatunk mas szamrendszereket is.

14



7.

ALGEBRAI KIFEJEZESEK

A betlis kifejezések a matematikanak olyan eszkozei, amelyek megkdnnyitik a matematikai
allitdsok, matematikai problémak leirasat, megoldasat. Egy — egy matematikai probléma
altalanositasa esetén hasznalunk sokszor betiiket. Ezeket a problématodl fiiggden nevezhetjiik
valtozonak, hatdrozatlannak vagy ismeretlennek. A betis kifejezések hasznalatakor minden
esetben fontos megadnunk, hogy az altalunk hasznalt betilk mely szamhalmaz elemeit

helyettesitik. Ez a szamhalmaz az alaphalmaz.

Ha a négy alapmiiveletet szamokra és (szamokat jelentd) betiikre véges sokszor alkalmazzuk,
akkor algebrai kifejezést kapunk. Az algebrai kifejezésben el6forduld betiiket nevezziik
valtozoknak, ezek valamilyen alaphalmaz elemeit helyettesitik. (Ha nem adunk meg mas
halmazt, akkor az alaphalmaz a valds szamok halmaza: R.) A valtozok szorzotényezodiként
eléforduld szamok az egyiitthatok. Egyvaltozos kifejezésrdl beszéliink, ha abban csak egy
betli szerepel. A tobb kiilonbozé betlit tartalmazd kifejezést tobbvdltozos kifejezésnek
nevezziik:

Egyvaltozos kifejezés: 7k + 3; 2k;

Kétvaltozos kifejezés: ab; 2(a+b)
Ha az algebrai kifejezésben a valtozok helyére konkrét szdmokat helyettesitiink az
alaphalmazbol, akkor a miuveletek elvégzése utdn egy szamot, a kifejezés helyettesitési

értékét kapjuk.

Egytagu algebrai kifejezésrol beszélink, ha a kifejezésben a szdmok és betiik a szorzas
miuveletével vannak dsszekapcsolva.

PL.: 5-a, 3,8-xyz.
Tobbtagu algebrai egész kifejezésnek vagy polinomnak nevezzik az egytagi algebrai
kifejezések Osszegét.

PI.: 3x + 5ab.
Azokat az egytagu algebrai kifejezéseket, amelyek legfeljebb csak egyiitthatdikban
kiilonboznek egymastol, azaz ugyanazok a betlik szerepelnek benniik és minden betl

ugyanarra a hatvanyra van emelve, egynemii algebrai kifejezésnek nevezzik.
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Pl.: 5a, 12,6a vagy 3x%y, — % x%y.

Algebrai egész kifejezésrdl beszélink, ha az algebrai kifejezésben nincs tort, vagy az
eléforduld tort nevezdjében nincs valtozo. Algebrai tértkifejezésrol beszéliink, ha az algebrai
kifejezésben eléforduld tort nevezdjében van valtozo.

Két polinom hényadosa algebrai tort lesz.

Egy algebrai tort értelmezési tartomdnydn a valos szamok halmazanak azt a legbdvebb
részhalmazat értjiik, amelyek elemeit a valtozo helyére irva a kifejezésben szereplé miiveletek

elvégezhetdek. ( A 0-val valo osztas nem értelmezhetd.)

e Ha az egytagli egész kifejezésben egyetlen betli szerepel, akkor annak fokszamat a
hatvanykitevdje hatdrozza meg.
e Ha az egytagl egész kifejezésben tobb betli szerepel, akkor az egytag fokszaménak a
benne szerepld betiik hatvanykitevdinek az dsszegét nevezziik.
e A tobbtagu egész kifejezés fokszama a legmagasabb fokszdmu tagjanak a fokszama.
Pl:  3x* masodfokii
3x%y: harmadfoka

3x%+3x%:  harmadfoka

A tobbtagu egészkifejezést polinomnak is nevezziik. Két polinom hanyadosat algebrai tértnek

mondjuk.
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14.

15.

16.

17.

NEVEZETES AZONOSSAGOK

(a +b)? = a® + 2ab + b?

(a —b)? = a® — 2ab + b?

(a +b)3 = a® + 3a?b + 3ab? + b3

(a — b)® = a® — 3a?b + 3ab? — b3

a’? —b%? = (a+b)(a—>b)

a® — b3 = (a—b)(a® + ab + b?)

a® + b3 = (a+ b)(a? — ab + b?)

a* — b* = (a—b)(a® + a?b + ab? + b3)

a® — b° = (a — b)(a* + a®b + a?b? + ab® + b*)
a® + b° = (a + b)(a* — a®b + a?b? — ab® + b*)

a®—b*"=(a—-b)(@* 1+ a*?b+a*3b% + -+ a?b" 3 +ab™ 1 + b+ 1)

a2k+1 + b2k+1 — (a + b)(aZk _ aZk—lb + a2k—2b2 — a2b2k—2 _ abZk—l +
b2k)

a—b/a? — b?

a+b/a® — b?

a—b/a®*—b" , han €N
a+b/a*+b" , han=2k+1,kEN

a+b/a®—b" , han=2k, kEN
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9.

HATVANY, GYOK, LOGARITMUS

Hatvanyok

Pozitiv egész kitevHil hatvanyok

Def: a® = a, a € R, azaz barmelyszam els6 hatvdnya 6nmaga.

a®=a-a-..ra,aeR, neN\{0,1}.

Béarmely szdmot, ha a kitevdje 1-nél nagyobb egész szam, annyiszor vessziik szorzotényezdiil,
ahanyszor a kitevdje mutatja.

Azonossagok:

1. a*"-a™=a""" gqeR, nmeNT*

Azonos alapt hatvanyokat ugy is szorozhatunk, hogy az alapot a kitevok 6sszegére emeljiik.

(A szorzas €s hatvanyozas miiveleti sorrendje felcderélhetd.)
2. L =g"™ geRa#0,nmeN',n>m

Azonos alapti hatvanyokat ugy is oszthatunk, hogy az alapot a szamlalo és a nevezd
hatvanykitevdjének kiilonbségére emeljiik. (Az osztds és hatvanyozis miiveleti sorrendje
felcserélhetd.)

3. (@)m=a" aeR nmeN?t

Hatvanyt ugy is hatvanyozhatunk, hogy az alapot a kitevk szorzatara emeljiik.

4. (a*b)*=a"-b" abeR neNt

Szorzatot tényezOnként, kiilon - kiilon is hatvanyozhatunk. Azonos kitevdjii hatvanyok

szorzata egyenld az alapok szorzatdnak ugyanilyen kitevdjli hatvanyaval.

5. (%)n=z—: abeR,b#+0neN*

Hanyados hatvanyozéasanal kiilon-kiilon hatvanyozhatjuk a szdmlalot és a nevez6t. Azonos
kitevéjii hatvanyok hanyadosa egyenld az alapok hanyadosanak ugyanilyen kitevoji

hatvanyaval.

18



Egész kitevoji hatvanyok

Def: a° =1, a€eR,a+#0
Barmely 0-t6l kiilonb6zd valds szam 0 kitevdjii hatvanya 1.

Def: a‘”=in, a+0;neNT.

a

Barmely 0-t6] kiilonbozé valds szdm negativ egész kitevOjli hatvanya az alap ellentett
kitevével vett hatvanyanak reciproka.

A hatvanyozast a permanencia-elv alapjan bdvitettiik, azaz a kordbban bevezetett miveleti

tulajdonsagok tovabbra is érvényben maradnak.

Tortkitevoju hatvanyok

Def: Egy pozitiv a szam % -edik hatvanya az a alap m-edik hatvanyabodl vont n-edik gyodke:

arn =Yam™ a>0meZneNt\{1}

Irracionélis kitev6jii hatvanyok

Az irracionalis kitevdjii hatvanyok értelmezésének alapgondolata az, hogy a valos szamok
halmazara kiterjesztett értelmezési tartomanyon az exponencidlis filiggvény monoton
maradjon.

Belathatd, hogy az igy értelmezett irraciondlis kitevdjli hatvanyok is eleget tesznek a
korabban bevezetett azonossagoknak.

Pl: a®-b* = (a-b)* vagy a®-af =a**f a>0; apB,€ER
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Gyokok

A négyzetgydk
Def: Valamely a nemnegativ valds szam négyzetgyoke olyan nemnegativ valds szam,
amelynek a négyzete az a szam.

Vi =a; a=0,Ya=0
VaZ = |a
Azonossagok:
1.va-vb=+va-b a=0ésbh > 0.

Szorzat négyzetgyokét felirhatjuk a tényezok négyzetgyokének szorzataként is.

2.\/%:% a>06ésh>0.

Tort négyzetgyoke felirhatd a szamlalo €s a nevezd négyzetgyokének hanyadosaként.

3.va"=(Va)" a=0ésnez

Hatvany négyzetgyokét felirhatjuk az alap négyzetgyokének hatvanyaként.
Tétel: A /2 irracionalis szam.

Az n-edik gyok
Def: Ha a gyokkitevd paros szdm, azaz n = 2k (keN") alakti, akkor valamely nemnegativ

valds a szam 2k-adik gyoke olyan nemnegativ valds szdm, melynek 2k-adik hatvanya a.
Def: Ha a gyokkitevd paratlan szam, azaz n = 2k+1 (keN") alakii, akkor valamely valés a
szam 2k+1-edik gyoke olyan valds szam, melynek 2k+1-edik hatvanya a.
Azonossagok:
1. ¥a-~b = a-b aésbn értékétsl figg.
Szorzat n-edik gyokét felirhatjuk a tényezok n-edik gydkének szorzataként is, azaz a szorzas
¢s gyokvonas miiveleti sorrendje felcserélhetd.

njla i a
2" 3=
Tort n-edik gyoke felirhatd a szamlalo €s a nevezd n-edik gydkének hanyadosaként, azaz az
osztés és gyokvonas miiveleti sorrendje felcserélhetd.

n n k ol 71 o
3. Vak = (Va) aértéke n — t6l fiigg, k € Z.
A k-adik hatvany n-edik gyokét felirhatjuk az alap n-edik gydkének k-adik hatvanyaként.
4. YNa = "Na an ésk értékétdl figg,n,k e N* \ {1} .
Gyoknek a gyokét felirhatjuk gy is, hogy a gyok alatti kifejezésbol olyan gydkst vonunk,
amelynek a kitevdje az eredeti gyokkitevok szorzata.

a és b n értékétdl figg (b # 0).
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Logaritmus

A logaritmus fogalma
A matematika fejlédése soran egy szamnak egy adott alapra vonatkozd kitevdjét
logaritmusnak nevezték el.
Def: A b pozitiv szam a alapu (0 < a, a # 1)logaritmusanak nevezziik azt a kitevot, amelyre a
- temelve b - t kapunk.

a9%®> = p q>0,a+1,b>0)

Azonossagok:
1.log,(b-c) =log,b + log,c.

Szorzat logaritmusa egyenld a tényezok logaritmusanak Osszegével.

2. log, (g) = log.b — log,c.
Hanyados logaritmusa egyenlé a szamlaldé logaritmusanak €és a nevezd logaritmusanak
kiilonbségével.

3. log,b* =k - log,b.
Hatvany logaritmusa egyenld az alap logaritmusanak és a kitevonek a szorzataval.

4.1log,\'b = %.

Gyok logaritmusa egyenld a gyok alatti kifejezés logaritmusanak és a gyokkitevonek a

hanyadosaval.
__loggk
5. logpk = Yo’

Egy szdm 1j alapu logaritmusat megkapjuk, ha a szdm régi alapt logaritmusat elosztjuk az uj
alap régi alapt logaritmusaval.

1
6.logy,a = —.
9p logab

Egy adott szdm valamilyen alapu logaritmusa egyenld az alap €s a szdm felcserélésével kapott
logaritmuséanak reciprokaval.
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10.

EGYENLETEK

A logikéban az olyan kijelent6 mondatokat, amelyekrdl egyértelmiien el lehet donteni, hogy
igazak vagy hamisak, kijelentéseknek vagy allitasoknak — itéleteknek — nevezziik.
A kijelentések logikai értéke: i (igaz) vagy h (hamis).

Az egyenlet olyan logikai fiiggvény, amelynek értelmezési tartomanya egy szamhalmaz,
értékkészlete pedig az igaz, hamis logikai értékek.

R

Nyitott mondatok

Az egyenlet két matematikai kifejezés (vagy fliggvény) egyenléségjellel dsszekotve.
Pl. 3x +8 =5x + 2
Ertelmezhetiink egyenldtlenségeket is: #; <; <; >; >,

Az egyenlet alaphalmaza, értelmezési tartomanya az a szamhalmaz, amelyben a megoldasokat

keressilik. A megoldasokat gyokoknek nevezziik.

Az ismeretlenek szamat tekintve beszélhetiink egyismeretlenes, kétismeretlenes,

tobbismeretlenes egyenletekrol.

Ha az egyenletben csak betlis egész kifejezések vannak, akkor az egyenlet az ott levd
ismeretlen (ismeretlenek) fokszdma szerint elséfoku, masodfoky, ... , egyenletek. Az ilyen
egyismeretlenes egyenletek az ismeretlen fokszama alapjan rendezett alakra hozhatok:

a-x+b=0;

a-x*+b-x+c=0; ...

a,-x"+a, ,-X""+..+a -Xx+a,=0.

Ezeket az egyenleteket 6sszefoglald néven algebrai egyenleteknek nevezziik.
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Def: Két egyenletet a gyokokre nézve ekvivalenseknek nevezziik, ha igazsagalmazuk

megegyezik. (A gyokeik azonosak.)

Def:Azokat az atalakitasokat nevezziik ekvivalens atalakitasoknak, amelyek soran az eredeti

egyenlettel a gyokokre nézve ekvivalens egyenleteket kapunk.

A leggyakrabban elofordulo ekvivalens atalakitasok

1. Az egyenlet mindkét oldaldhoz ugyanazt a szamot, ismeretlent, algebrai kifejezést
hozzaadjuk, vagy mindkét oldalbél kivonjuk.

2. Az egyenlet mindkét oldalat ugyanazzal a 0-tél kiilonb6z6 szammal, ismeretlennel,
algebrai kifejezéssel szorozzuk vagy osztjuk.

3. Akkor vonhatunk négyzetgyokot, ha mindkét oldal pozitiv.

4. Akkor hatvanyozhatunk paros kitevore, ha mindkét oldal azonos eldjelii.

Hamis gyokok

Def: Ha olyan tipusu atalakitasokat alkalmazunk az egyenlet megoldasa soran, amelyek miatt
az igazsaghalmaz béviil, azaz olyan gyokoket kapunk, amelyek az eredeti egyenletnek nem
megoldasai, akkor ezeket hamis gyokoknek nevezziik.

Szoveges feladatoknal eléfordul, hogy bar mindvégig ekvivalens atalakitasokat végeztiink, a
kapott gyokok mindegyike mégsem megoldds, mert példaul nem értelmezhetd. A szoveges

feladatok megoldasat a szoveg szerint kell ellendrizni.
Def: Ha olyan tipusu atalakitasokat alkalmazunk az egyenlet megoldasa soran, amelyek miatt

az igazsaghalmaz szikiil, azaz olyan gyokoket nem kapunk meg, amelyek az eredeti

egyenletnek gyokei voltak, akkor gyokvesztésrol beszEliink.
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11.

Az egyenlet megoldasi modszerei

1. Grafikus modszer:

Az egyenlet mindkét oldalat egy-egy fliggvénynek tekintjiik, amelyeket ugyanabban a
derékszogli koordinata-rendszerben abrazoljuk. Ha a fliggvények grafikonjai metszik
egymast, akkor a metszéspontok elsé koordinatadi adjak a megoldast. (A masodik
koordinata az ellendrzés soran kapott helyettesitési értéket adja.)

Hatrénya: ha a gyokok nem egész szamok, akkor a megoldas meghatarozasa pontatlan
lehet.

2. Alaphalmaz vizsgalata:

Vannak olyan egyenletek, amelyek gydkeinek meghatarozasat megkonnyiti az alap-

halmaz vizsgalata.

Pl. 3—x=+/x-5

X<3¢és 5<X
Itt az igazsdghalmaz {ires halmaz, azaz az egyenletnek nincs megoldasa a valos
szamok halmazan.

3. Ertékkészlet szerepe az egyenlet megoldasaban:

Pl. (x—=2)* +(2x—y)* =0

A jobb oldal 0, ezért a bal oldalnak is nullanak kell lennie. Ez csak akkor lehetséges,
ha mindkét tag nulla a bal oldalon. (Két négyzetszam 0sszege akkor €s csakis akkor 0,
ha a szamok nullaval egyenlok.)

Tehat: x=2¢s2-2-y=0,azazy =4.

Van olyan egyenlet, amelynél az értelmezési tartomany és értékkészlet egyiittes
vizsgalata vezet az egyenlet gyors €s egyszerli megoldasahoz.

4. Szorzatta alakitas:

Ha az egyenlet minden tagjaban az egyik tényez6 megegyezik, akkor ez a tényezd
kiemelhetd. Igy az egyenlet nullara rendezhetd az azonos tényezé kiemelésével. Egy
szorzat akkor és csakis akkor egyenld nulldval, ha valamelyik tényezdje nullaval
egyenld. Pl:
x2(x+3)=4(x-1)(x+3) (4 3) (a2 —dx+4) =0
xz(x+3)—4(x—1)(x+3):0

(x+3)(x—2)?2=0 x;,=-3;x,=x3=2
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5. Egvenletrendezés mérlegelvvel:

Itt az egyenletrendezés sordn az a célunk, hogy az ismeretlent kifejezziik:

e zarojel felbontés; a kijelolt miiveletek elvégzése

e ahhoz, hogy a tortek helyett egész kifejezésekkel tudjunk dolgozni, az egyenletet
mindkét oldalat megszorozzuk a nevezdok legkisebb k6zos tobbszordsevel

e azismeretlent tartalmazo tagokat az egyenlet egyik oldalara, az ismert szdmokat az
egyenlet masik oldalara rendezziik

e Osszevonunk; kifejezziik az ismeretlent.

Paraméteres egyenletek

A paraméteres egyenlet olyan egyenlet, amelyben az ismeretlenen kiviil més betti is szerepel,
de ezt a masik betiit mindvégig ugy kezeljik, mint egy ismert szamot. Ezt a megadottnak

tekintett betlit paraméternek, az egyenletet paraméteres egyenletnek nevezziik. A

paraméteres egyenlettel egyiitt megadjuk azt is, hogy melyik betii jeloli a paramétert.
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12.
MASODFOKU EGYENLETEK

A masodfoku egyenlet rendezett alakja:
ax*+b-x+c=0
ahola,b,c € R,a # 0.

—-b+Vb2-4ac
A megoldoképlet: x5 = —Tac
A b? — 4ac kifejezés elbjele nagyon fontos, ezért ennek a kifejezésnek 6nalld nevet is adunk:
diszkriminans. Jele: D. (Diszkriminans: meghatarozo, dontd.)

D = b? — 4ac-
Azt, hogy az egyenletnek van-¢ valos gyoke, a diszkriminans hatarozza meg.

e Ha D <0, akkor nincs valos gyok;

e Ha D =0, akkor a két valos gyok egyenld: x; = x, = — 2.

2a’

e HaD > 0, akkor két kiilonb6z6 valos gyok van.

1.Hab=0,akkor a-x>+c=0 — x2=-5

Ha —2 > 0, akkor van az egyenletnek valos gyoke: x; = f—i illetve x, = — |—

Qln

2.Hac=0,akkor a'x?+b-x=0
x(a-x+b)=0
x, = 0,illetev x, = _S'

Az ilyen egyenleteknek mindig két kiilonb6z6 gyokiik van, és az egyik gyok mindig nulla.
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A gyoktényezos alak
A masodfoku egyenlet rendezett alakja:
a-x*+b-x+c=0
ahola,b,c € R,a# 0.
A megoldoképlet levezetése soran juthatunk el a kdvetkezd szorzat alakhoz:

—b +Vb?% — 4ac —b —Vb?% — 4qac
alx — a X — a =0

Ha ebbe az egyenletbe a két gyokot a szokasos x; illetve X, jeloléssel irjuk be, akkor az
alx —x)(x—x,)=0

alakhoz jutunk. Ezt az 0sszefliggést nevezziik a masodfoku egyenlet gyoktényezds alakjanak.

Minden olyan masodfoku egyenlet felirhatd gyoktényezds alakban, amelynek a diszkri-

minansa nemnegativ. Az (x — x;) illetve az (x — x,) tényezOket gyoktényezéknek mondjuk.

Ha megadunk két szamot, x; -et és X»-t, akkor felirhatunk egy olyan masodfoku egyenletet,
amelynek a két gyoke a két adott szam. (Az igy kapott egyenlet megszorozhatd barmely 0-t6l
kiilonb6zo "a" szammal.)

Alkalmazés: pl. algebrai tortek egyszertisitése.

Viéte-formulak
A masodfoku egyenlet rendezett és gyoktényezds alakja (a # 0):
ax2+b-x+c=0 alx —x)(x—x,) =0

U s

b c 2 _ —
4 (xz + “x + 5) — 0 alx® — (x1 + x2)x + x1x,] = 0

Ujabb osszefiiggések taldlhatok a gyokok és egyiitthatok kozott, ha a diszkriminans

nemnegativ:

b c
X1+ X, =—=; XXy =
1 2 7’ 1X2 =7

Ezek a nevezetes 0sszefiiggések a Viéte-formulak.

Alkalmazds: egyenletek ellendrzése;
egyenlet gyokeinek négyzetdsszegének meghatarozasa

szoveges feladatok
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Exponencialis egyenletek

Def: Az a* = b alaku egyenletet exponencialis alapegyenletnek nevezziik;

(@>0; a#1lésb>0).

Olyan egyenletek, amelyekben egy adott szam kitevdjében szerepel az ismeretlen.
Az egyenlet megolddsi modszerei:

1) a*=b

— Ha b-t fel tudjuk irni ’a’ hatvanyaként, akkor az exponencialis fiiggvény monotonitasa

miatt a kitevok egyenldsége esetén lesz egyenld a két hatvany:
p: =27 =3 =3F = x=3.
— Mas esetekben vegylik mindkét oldal valamilyen alapt logaritmusat (&ltaldban a tizes

alapu logaritmussal szamolunk) és meghatarozzuk az x-et.

pl. 3* :50:>x-I93:IgSO:x:I%—S::XzS,SGL

2) Az Gsszetett exponencialis egyenleteket (ekvivalens) atalakitasokkal az a* = b alaka
alapegyenletre hozzuk.

A leggvyakrabban el6forduld problémak:

a) A Kkitevl Gsszetett kifejezés:

Ebben az esetben alkalmazzuk a hatvanyozas azonossagait. Ha az 6sszevonasokat,

rendezéseket elvégeztiik, és a* = b alaku egyenletet kapunk, akkor az 1) pont alapjan

jarunk el.
pl: 3% =3.3% g =t
3X
3x—4:3_; 32x:(x)2 352\/5)(

34

Az atalakitasok utan olyan a™=a%®

alaku egyenletet kaphatunk, ami ekvivalens az f(x) = g(x)
egyenlettel,haa>0¢és a #1. (Ellendrzés!)

b) Masodfoku egyenletet is kaphatunk:

(@)?+b-(a*)+c=0

Ebben az esetben az egyenletet a*-re megoldjuk, majd az (1j exponencialis egyenletet

megoldjuk az 1) pont alapjan. (Ellen6rzés!)
(Kaphatunk a*-re elséfokt egyenletet is!)
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Logaritmusos egyenletek

Def: Az log,x = balaku egyenleteket logaritmusos egyenleteknek nevezziik.
(a>0;a#1;x>0).

Olyan egyenletek, melyekben az ismeretlen valamilyen alapu logaritmusa szerepel.

1. log,x=0>b
A megoldést a definiciod szerint (illetve exponencialis alakra atirva) meg tudjuk adni.
Pl:logsx =2 »x=3% - x =0,
Ha egy egyenlet olyan alakra hozhat6, melyben ugyanannak az alapnak a logaritmusai
szerepelnek az egyenlet mindkét oldalan, akkor a monotonitds miatt az argumentumok
egyenlok:
Pl.: log;x = logs9 - x=9

2.Az Osszetettebb logaritmusos egyenleteket azonos atalakitasokkal log,x = b alaku
alapegyenletre hozzuk.

3. A leggyakrabban el6forduld ,,problémék” megoldasai:

a. Az egyenletben egy ,.szam” szerepel az eqyik oldalon: ez tulajdonképpen kitevd, tehat

célszerti felirni az adott alapa logaritmus kifejezéseként:
Pl.  logs(x+2)=4 - log;(x+2) =log;3*
logs(x + 2) = log;81
a szigord monotonitas miatt
x+2=81 -»x=79

b. Egyenlé alapu logaritmusok Osszege és/vagy kiilonbsége szerepel: a logaritmus

azonossagait alkalmazzuk ,,visszafelé”.
Pl.  lg(x+2) +1g3x =lg[(x +2)-3x] = lg(3x% + 6x)
x—3
lglx —3)—lgx =1lg (T)
(Fontos az értelmezési tartomany vizsgalata!)

c. A logaritmus kifejezésnek nem 1 az egyiitthatdja: itt is a logaritmus azonossagait

alkalmazzuk ,,visszafelé”:
Pl. 2-lg(x+1) =Ilg(x+ 1)?

1
Ig(X:: & :%'9(“2) =lg(x+2)° =lg¥/x+2.

29



d. Nem egyenldk a logaritmusok alapjai: ebben az esetben azonos alapu logaritmusokka

irjuk at a kifejezéseket:

lgx
lg100

lox
2

Pl.  lg(x+2)+1l0ogi90(x+2) »lg(x+2)+ - lglx+2)+

e. Ha az egyenleteket atalakitottuk igy, hogy a bal- és jobboldalon is egyetlen ugyanolyan
alapu logaritmusos kifejezés legyen, akkor a logaritmus fliggvény szigori monotonitasa
miatt az argumentumok is egyenldk, igy egy algebrai egyenletet kell megoldani.

PI.: lglx+3)=1lg(x+1)? - (x+3) = (x+1)?
azazx’+x—2=0 > x; =1ésx, = =2

f. Az azonossagok alkalmazasaval olyan egyenleteket is kaphatunk, melyek az log,x -re
nézve masodfoku egyenlet. Ezt megoldjuklog,x—re, majd az 1. pontban leirtak szerint

folytatjuk a feladat megoldésat.

FONTOS! A megoldasok ellendrzése, a kikotések vizsgalata nem maradhat el!
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Trigonometrikus egyenletek

Def: Az olyan egyenleteket, amelyekben az ismeretlen valamilyen szogfiiggvénye szerepel,

trigonometrikus egyenletnek nevezzik.

A legegyszerlibb egyenletek:

sinx=a, cosx=b, tgx=c, ctgx=d.

Minden trigonometrikus egyenlet megoldasakor arra toreksziink, hogy ilyen egyszerii alakra
hozzuk azokat. Az ismeretlen értékének meghatarozasakor az elsé 1épés az eldjel vizsgalata;
ebbdl allapitjuk meg, hogy az ,alapmegoldas” melyik negyedbe esik, majd azt, hogy a

visszakeresett érték és a megoldas kozott milyen dsszefliggés van.

1. Példa: sinx = a,ahol — 1 <a < 1.
Meghatarozzuk, a sin x = |a| egyenlet hegyessz6g megoldasat. Ezt jeloljiik o — val.
Ha 0 < a < 1, akkor az L. és II. negyedben van a megoldas: ¢, illetve 180 °— «.
Ha —1 < a < 0, akkor a III. és IV. negyedben van a megoldas:
180° + q, illetve 360° — .
Az 6sszes megoldast tigy kapjuk meg, hogy minden alapmegoldashoz hozzaadjuk a
periodust, azaz a k-360° -ot. Ha x értékét radidnban adjuk meg, akkor a 2km értéket
adjuk az alapmegoldasokhoz, ahol k € Z.
Ha sinx = 1, akkor x = 90° + k - 360°
Ha sinx = —1,akkor x = 270° + k - 360°
Ha sinx = 0, akkor x = k - 180°
2.Példa: cosx =b, ahol—1<b <1
Meghatarozzuk a cos x = |b| egyenlet hegyesszog megoldasat. Ezt jeloljik p — val.
Ha 0 < b < 1, akkor az I. és IV. negyedben van a megoldas: 3, illetve 360° — f5.
Ha —1 < b < 0, akkor a II. és III. negyedben van a megoldas:
180° — B, illetve 180° +
Az 0sszes megoldast tigy kapjuk meg, hogy minden alapmegoldashoz hozzaadjuk a
periodust, azaz a k-360° -ot. Ha x értékét radidnban adjuk meg, akkor a 2kn értéket
adjuk az alapmegoldasokhoz, ahol k € Z.
Ha cosx = 1,akkor x = k - 360°
Ha cosx = —1, akkor x = 180° + k - 360°
Ha cosx = 0,akkor x = 90° + k - 180°.
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3. Példa: tg x = c,illetve ctgx = d

Ha c > 0, illetve d > 0, akkor az I. negyedben az alapmegoldas: x =y, illetve x = 9.
Ha ¢ <0, illetve d < 0, akkor a II. negyedben az alapmegoldas:
x = 180° — vy, illetve x = 180° — §.

Az 6sszes megoldast gy kapjuk meg, hogy minden alapmegoldashoz hozzaadjuk a

k - 180° -ot. Ha x értékét radianban adjuk meg, akkor k - m értékkel szamolunk. (k € Z)

Ha a trigonometrikus egyenletben ugyanannak a szognek kiilonbozd szogfiiggvényei

szerepelnek, akkor valamilyen ismert Osszefiiggés ( tortes, négyzetes, reciprokos, potszoges,

addicios) felhasznéalasaval gy alakitjuk at az egyenletet, hogy csak egyféle szogfiiggvény

szerepeljen. (Torekedni kell az ekvivalens atalakitasra, ha ez nem Iehetséges, akkor a

gyokvesztést, hamis gyokot kiilon kell vizsgalni.)

Tipusfeladatok:

a-tgx + b-ctgx = 0: areciprokos Osszefiiggést alkalmazzuk.

a-sinx + b - cosx = 0: 0sztunk sin x-el, vagy cos x-el.

(Vigyazat az ekvivalencidra!)

a-sinx = b-cosx + c: négyzetre emelés és a négyzetes Osszefliggés alkalmazasa.

(Vigyazat az ekvivalenciara!)

sinx

a-sinx =b-tgx,illetve a-cosx = b -tg x: alkalmazzukatg x = P

Osszefiiggést.

CosXx

a-sinx =b-ctg x,illetve a-cosx = b - ctg x: alkalmazzuk a ctg x =

sinx

Osszefiiggést
a-sin®x+b-sinx +c =0, illetve a-cos?x + b-cosx + c = 0 alaki masodfoka
egyenleteket megoldjuk el6szor sin x-re, illetve cos x-re, majd meghatarozzuk az

ismeretlent az 1. pont szerint.

Ha az egyenletet a valos szamok halmazan kell megoldani, akkor az eredményt fokok helyett

radianban kell megadni: ©t (rad) = 180° &sszefiiggést alapul véve.
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13.

ELSOFOKU EGYENLETRENDSZEREK

Az ax + by = c (x,y € R) kifejezés elséfoku, kétismeretlenes egyenlet, melyet végtelen
sok (x, y) szampar elégit ki.
A kétismeretlenes egyenletrendszer altalanos alakja:
ax+by=c
dx+ey=f }
ahol a, b, c, d, e, f valos szamok. (Feltétel, hogy a, b és d, e ne legyen egyszerre 0.)
e Ha példaul a két egyenlet: 3x + 2y = 14}
6x + 4y =28
akkor a két egyenlet egymas kovetkezménye. Ebben az esetben végtelen sok szampar
lesz a megoldas.
e Ha példaul a két egyenlet: 3x + 2y = 14
3x+2y=3 }

akkor a két egyenlet ellentmondé. Ebben az esetben nincs megoldas.

Az egyvenletrendszerek megoldasi modszerei:

1. Grafikus modszer:

Mindkét egyenletbdl kifejezziik az y-t, és felirjuk azokat a fiiggvényeket, amelyek
grafikonjaibol az egyenletrendszer all. Egy koordinata-rendszerben dabrazoljuk a két
figgvényt. Grafikonjaik k6z0s pontjainak koordinatait leolvasva kapjuk az egyenletrendszer
megoldasat.

2. Behelyettesité modszer:

Az egyenletrendszer valamelyik egyenletébdl kifejezziik az egyik ismeretlent. A kapott
kifejezést behelyettesitjiik a masik egyenletbe. Igy egyismeretlenes egyenletet kapunk. Ezt
megoldjuk. A kapott érték segitségével kiszamitjuk a masik ismeretlen értékét is.

3. Egvenld egyiitthatok mddszere:
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Arra toreksziink, hogy az egyik ismeretlen egyiitthatdja a két egyenletben egymasnak
ellentettje legyen. Ha ezt elértiik, akkor a két egyenletet Osszeadjuk: igy egyismeretlenes
egyenletet kapunk. Azt megoldjuk, majd segitségével az egyik eredeti egyenletbdl kistamitjuk
a masik ismeretlen értékét is.

4. Uj valtozod bevezetése:

1 ; , . , v , . 1 .
Az -t i = 1 tipusu egyenletek esetén célszeri 01j valtozot bevezetni az ~=a illetve % =b

modon. A feladat megoldasa sordn nem felejtkezhetiink el arrdl, hogy az eredeti x, illetve y

értéket kell meghatarozni.
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14.

FUGGVENYEK

Def: Adott két nem iires halmaz, H és K. Ha a H halmaz (azaz az értelmezési tartomany -
ET.) minden eleméhez valamilyen modon (de egyértelmiien) hozzarendeljiik a K halmaz
(azaz az értékkészlet - EK.) egy — egy elemét, akkor a hozzarendelést fiiggvénynek nevezziik.
Jelolés: f:H— K, x— f(x)

H a fliggvény értelmezési tartomanya, K a fliggvény értékkészlete, vagy annal bdvebb
halmaz.

A fiiggvény valtozoja helyére behelyettesithetjiik az ET. Barmely elemét. Ekkor az adott
értékhez tartozd helyettesitési értéket kapjuk: az f fliggvény x helyen vett helyettesitési
értékét: f(x)-et.

Def: Ha az f fiiggvény a K halmaz minden elemét hozzarendeli a H halmaz egy — egy
eleméhez, és a H kiilonb6z6 elemeihez K kiillonb6z6 elemeit rendeli, akkor a hozzarendelést

kolcsonosen egyértelmunek nevezzuk.

Def: Két fiiggvényt, az f: H; — Kj x — f(x) és a g: Hy — Ky, x — g(x) fliggvényeket akkor
¢s csak akkor tekintjiik egyenldnek, ha értelmezési tartomanyuk azonos, és azonos elemekhez
azonos elemeket rendel:

Hi = H; és barmely x eH esetén f(x) = g (x).
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15.
FUGGVENYEK ES GRAFIKONJAIK

Az egyes valtozok kozotti kapcsolatokat szemléltethetjiik grafikusan is.

1. Nyildiagram: a két szdmegyenes parhuzamosan helyezkedik el és az dsszetartozo értékeket
nyillal kapcsoljuk 6ssze.

| L .
| 1 >
| p/(l) ll :\ oned
[ |

v

2. Sikbeli derékszogi koordinata-rendszer, vagy Descartes-féle koordinata rendszer

y A
(ordinata tengely)
I1. negyed I. negyed
» X
I11. negyed IV. negyed (abszcissza tengely)

Def: Ha adott egy f: A — B fiiggvény, akkor az {(a; f(a)) lacA; f(a)eB} halmazt az f
fiiggvény grafikonjanak nevezziik. Ha A és B R részhalmazai, akkor a fliggvény grafikonja
egy szampdarokbol allo6 halmaz. A derékszogli koordinata-rendszerben az ezeknek megfeleld
pontok jol szemléltethetok, altalaban egy gorbét alkotnak. Ezt a gorbét a filiggvény
grafikonjanak, vagy a fliggvény képének nevezziik.

Megjegyzés:

Az "f" fliggvény, annak az x helyen vett f (x) helyettesitési értéke, az f fliggvény grafikonja, a
grafikon y = f (x) egyenlete mas-mas fogalmak.
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16.
FUGGVENYVIZSGALAT

1. Az értelmezési tartoméany: Df meghatdrozasa.

2. Az ¢rtékkészlet: R meghatarozasa: milyen y értékek szerepelnek a hozzarendelés

szabalyaban.

3. Monotonitas

Ha az f fliggvény az értelmezési tartomanyanak egy intervalluman barmely
X1 < Xp értékeinél fennall a fliggvényértékekre, hogy f(x1) < f(x,, akkor az adott

intervallumon a fiiggvény szigoruan monoton ngvekvo.

Ha az f fliggvény az értelmezési tartomdnyanak egy intervalluman barmely
X1 < Xp értékeinél fennall a fliggvényértékekre, hogy, f(x1) > f(X,), akkor az adott

intervallumon a fiiggvény szigorian monoton csokkend.

A
A
f(XZ) ~
f(x
:
1
yd
X1 X2 X1 X2

f(x1) < f(x,): novekvé f(X1) > f(x2): cs6kkend
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4. Zgérushely
Valamely f fiiggvény zérushelyeinek nevezzilk az értelmezési tartomanynak

mindazokat az x értékeit, amelyekre f(x) = O teljesiil. (Ezekben a pontokban metszi a
fliggvény az x tengelyt.)

A

y

v
X

Xl\/ X2

zérushelyek

5. Szélséérték
Egy f fliggvénynek minimuma van a valtozd x, értékénél, ha az ott felvett f(xo)
figgvényertekneél kisebb értéket sehol nem vesz fel a fiiggvény.
Egy f fliggvénynek maximuma van a valtozo x, értékénél, ha az ott felvett f(xo)
fiiggvényértéknél nagyobb értéket sehol nem vesz fel a fiiggvény.

(Ertelmezhetiink helyi maximumot és helyi minimumot is.)
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v

v X

X2

X1

X1: maximum; X,: minimum

6. Periddikussag
Def: Az f: HoR fiiggvényt periddikusnak mondjuk, ha létetik olyan 0 < p konstans,

hogy minden x - re (x € H) fennall:
X+peHeésf(x+p)=1f(x)
egyenldség. Ha a p a legkisebb olyan szam, melyre ez teljesiil, akkor a p konstanst az f

fliggvény periddusanak nevezziik.

7. Paritas

Def: Az f: H—>R fliggvényt paratlan fiiggvénynek nevezziik, ha barmely x ( x € H)

értékkel egyiitt -x is az értelmezési tartomdny eleme, és barmely x - re:
f(-x)=-f(x)

teljesiil. A paratlan fiiggvény képe kozéppontosan szimmetrikus az origora.

Def: Az f: H>R fliggvényt paros fliggvénynek nevezziik, ha barmely x ( x € H)

értékkel egyiitt -x is az értelmezéEsi tartomany eleme, €s barmely x - re:
f(-x)=f(x)

teljesiil. A paros fiiggvény képe tengelyesen szimmetrikus az y tengelyre.
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17.
FUGGVENYTRANSZFORMACIOK

Eltolasok az y, illetve az x tengely mentén

1. Figgvénvérték transzformacid:

A fiiggvényértékekhez egy konstanst adunk. Az f fiiggvény x-hez tartozé f(x) helyettesitési
értéke helyett f(x) + ¢ lesz a fiiggvényértékiik. Ekkor a grafikon minden pontja az y tengellyel

parhuzamosan c egységgel eltolodik.

A

y=+x+1

44

2. Valtozo transzformacio:

A valtozohoz egy konstanst adunk. A fliggvény x-hez tartozd helyettesitési értéke f (x + ¢)
lesz [az eredeti f(x) helyett]. Ha az f (x + ¢) formulaban x helyére (x — C) — t helyettesitiink,
akkor

X — ¢ + ¢ = x miatt azt a fliggvényértéket kapjuk, amely az alapfliggvénynek az x helyen vett
helyettesitési értéke. Tehat a fliggvénykép minden egyes pontja az x tengellyel parhuzamosan

eltolodik, ha 0 < c, akkor balra, (negativ irdnyba), ha ¢ < 0, akkor jobbra, (pozitiv iranyba).
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Tiikrozések az x, illetve az y tengelyre

1. Flggvényérték transzformacio:

A fiiggvényérték ellentettjét vessziik. Ekkor az f fiiggvény x — hez tartozé helyettesitési
érteke f(x) helyett — f(x) lesz. A fiiggvényértekek — f(x) transzformacidja az

alapfiiggvény grafikus képének az x tengelyre torténd tiikrozését eredményezi.

[}

5

. y =+x

2. Valtozo transzformacio:

A valtozo ellentettjét vessziik. Ekkor a fliggvény x — hez tartozd helyettesitési értéke

f( - X) lesz (az eredeti f(x) helyett). Az f( - x) hozzarendelési formula —x — nél adja azt,
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ami az f fliggvény x — nél vett fliggvényértéke. Ekkor az f fliggvény grafikonjanak minden

egyes pontja tiikrozédik az y tengelyre.

1

Nyujtasok az x, illetve az y tengely iranyaban

1. Fuggvénvyérték transzformacio:

A fliggvényértéket szorozzuk egy pozitiv szammal. Ekkor az f fiiggvény x-hez tartozé

helyettesitési érteke c- f(x) lesz. Emiatt az alapfiiggvény képének minden pontjanal a pont y

koordinataja c-szeresre valtozik.

Ha 1 < ¢, akkor nytjtasrdl besz€liink, ha 0 < c < 1 akkor zsugoritdsnak mondjuk.

ok
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2. Valtozo transzformAacio:

A valtozot szorozzuk egy pozitiv szammal. Ekkor a fliggvény x-hez tartozo helyettesitési
értéke f(c-x) lesz. Ha az f (c-x) formulaba x helyére x/c — t irunk, akkor a c-x/c = x miatt azt a
fiiggvényértéket kapjuk, ami az alapfiiggvény x — nél vett helyettesitési értéke. Tehat a

grafikon minden pontja az x tengellyel parhuzamosan ¢ — tdl fiiggéen Osszenyomodik, vagy

megnyulik.

A valtozonak ez a transzformacidja az alapfiiggvény grafikonjanak képét az x tengellyel

parhuzamosan 1 < ¢ esetén 1/c —szeresére O0sszenyomja, 0 < ¢ < 1 esetén pedig 1/c —szeresére

nyujtja.
Y

A fliggvénytranszformacidk csoportositasa

ELTOLAS

f(x)+c f(x+c)

y tengely mentén x tengely mentén
TUKROZES
- (x) f(-x)
x tengelyre y tengelyre

NYUITAS

c- f(x) f(c x)

y tengely iranyaban x tengely iranyaban
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18.
FUGGVENYTIPUSOK
Linearis fiiggvények
Def: AZzf: R > R, X > ax + b (a, b € R, a # 0) hozzérendelési szabdllyal megadott

fiiggvényt linedris fiiggvénynek nevezziik.

A y
/ y=ax+th
(0; b)
> X
a 0
( b 4 )
y=ax+b "a" a fliggvény menetét hatdrozza meg;

"b": ebben a pontban metszi a fiiggvény az y tengelyt.

v

v

fFROR X b FRoR X—>ax

konstans fiiggvény: a = 0; egyenes aranyossag: b =0

Def: Ha két valtozo mennyiség Osszetartozo értékeinek az aranya allando, akkor azt mondjuk,

hogy a két mennyiség egyenesen aranyos.
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Az abszolutérték fiiggvény
Def: Az f: R > R, X — [x| hozzarendelési szaballyal megadott fliggvényt abszolutérték
fiiggvénynek nevezziik.
Az alapfliggvény:
A fiiggvény grafikonja tordttvonal.

D R
R R
Széls6érték: minimuma van az x = 0 helyen: f(x) =0
Menete: az X < 0 intervallumon cs6kkend;

az X > 0 intervallumon névekvo;

az x = 0 helyen toréspontja van.
Zérushelye az x = 0 pontban van.

Péros fliggvény.
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A négyzetgyok fiiggvény
Def: Az f:R\ R~ - R,x — +/x hozzarendelési szaballyal megadott fliggvényt négyzetgyok

fliggvénynek nevezzik.

Az alapfliggvény:

D R\ R ;azazx>0

Ri: R\ R™;azazy>0.

Szélséérték: minimuma van az x = 0 helyen: f (x) =0

Menete: szigorian monoton novekvd az értelmezési tartomanyon;
Zérushelye az x = 0 pontban van.

Nem paros €s nem paratlan fliiggvény.
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Az elsofoku tortfiiggvény
Def: Azf:R\ {0} > R, x - ihozzérendelési szaballyal megadott fiiggvényt elséfoku

J

tortfliggvénynek nevezziik.
Az alapfliggvény:

Ds. R\ {0}; azazx=0

Re: R\ {0}.

Szélséérték: nines szélsdértéke

Menete: szigorian monoton csokkend az értelmezési tartomanyok egyes szakaszain: ]-oo0; Of
és

]0; +oo[ intervallumokon.

Zérushelye &.

Pératlan fliggvény.

Az elsdfoku tortfliggvény altalanos hozzarendelési szabalya:

'R \{—%}aR, x—>ziz (a,b,c,deR, c#0ésad # —bc)

Alapfliggvény: xﬁi illetve: x—)%
Ez a fiiggvény forditott aranyossagot fejez ki.

Def: Ha két valtozé mennyiség Osszetartozo értékeinek szorzata 0-tdl kiilonbozo allando,
akkor a két mennyiség forditottan ardnyos.
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Hatvany és gyokfiiggvények

f,: ROR, x,—>x? g2:RT U {0} R, x,>Vx

f -

f3: RoOR, x,—>x3 g3: R>R, x,—>x

01

Altaldnosan:

Ha a hatvanykitevd paros, azaz n = 2k alaka (k € N*), akkor az értelmezési tartomany a valos
szamok halmaza és az értékkészlet a nemnegativ valds szamok halmaza. A fliggvény
grafikonja egy parabola.

A fliiggvény negativ x esetén monoton csdkkend, pozitiv x esetén monoton novekvo.

Ha a hatvanykitevd pératlan, azaz n = 2k + 1 alaki (k € N¥), akkor az értelmezési
tartomdny ¢és az értékkészlet is a valdés szdmok halmaza. A fiiggvény grafikonja "két
félbarabola" az els6 és a harmadik negyedben.

A fiiggvény szigorian monoton ndvekvo az egész értelmezési tartoméanyon.

Ha a gyokkitevd paros, azaz n = 2k alaki (k € N*), akkor az értelmezési tartomany a
nemnegativ szamok halmaza és az értékkészlet is a nemnegativ valés szamok halmaza. A
fiiggvény grafikonja egy ,,félparabola”.

A fiiggvény monoton ndvekvo az egész értelmezési tartomanyon.

Ha a gyokkitevd paratlan, azaz n = 2k + 1 alak (k € N*), akkor az értelmezési tartoméany
¢s az értékkészlet is a valds szamok halmaza. A fliggvény grafikonja "két félbarabola" az els6
¢és a harmadik negyedben.

A fiiggvény szigorian monoton ndvekvo az egész értelmezési tartoméanyon.
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6 = 52 5 =x3
y=x y=x y
44
5 y=Xx
3
44
y =Vx :
34
i
3
N 1 y = x
0
3 2 1 0 1 2 3
14
,1-
Q T
0 1 2 3 4 5 6 7
a g 2

Az x? és a+/x, x3 és a Vx, ... figgvények grafikonjai tengelyesen szimmetrikusak az y = x
egyenletii egyenesre.
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A masodfoku fiiggvények

Def: Az f: R > R, X > x* hozzarendelési szaballyal megadott fiiggvényt masodfoka
fliggvénynek nevezziik.
Az alapfliggvény:

A fiiggvény grafikonja parabola.

Dt R
R R\ R™

Szélséérték: minimuma van az x = 0 helyen: f (x) =0
Menete: az x < 0 intervallumon szigorian monotoncsokkend;
az x > 0 intervallumon szigorian monoton novekvo;
az x = 0 helyen minimuma van.
Zérushelye az x = 0 pontban van.
Péros fiiggvény.
A masodfoku fiiggvény altalanos hozzarendelési szabalya:
f:R>R,x—>ax*+bx+c;a,b,c ER, a+0.
Ha a > 0, akkor a fliggvénynek minimuma van, ha a < 0, akkor a fiiggvénynek maximuma

van.

s b b?—4ac
A szélsoérték helye: x = ——; y =
2a 4a

A fiiggvény zérushelyeit az ax? + bx + ¢ = 0 egyenlet gydkei adjak.

50



0<D 0=D 0>D
O<a \ /
0 5 10 0 .
0 5 10 0 5 10
0 L] 2 4 L] 8
0 2 4 _,
0>a /
24
X1 €S X, X, = Xy Nincs megoldas

a két megoldas

a megoldas
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Az exponencialis fiiggvény

Def: Az f: R > R, x > a* (0 <a, a # 1) hozzarendelési szaballyal megadott fliggvényt

exponencialis fligevénynek nevezziik.

U

y=2%

D R

Rs: R*

Szélséérték: nincs.

Menete: ha a < 1, akkor szigoruan monoton csokkend;
ha a > 1, akkor szigoruan monoton ndvekvo;

Zérushelye nincs,

Paritds: nem paros €s nem paratlan fliggvény.

(Ha a = 1, akkor konstans fiiggvényt kapunk, amit nem tekintlink exponencialis fliggvénynek.

X
Az a* ésaz (i) figgvények egymas tiikorképei az y tengelyre vonatkozdan.
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A logaritmus fiiggvény

Def: Az f: R" - R, x = log,x (0 <a, a # 1) hozzarendelési szaballyal megadott fiiggvényt

logaritmus fiiggvénynek nevezzik.

\
/
/
/
|
[
If
Iﬂ
BN

D+ R+

R R

Szélsdérték: nincs.

Menete: ha a < 1, akkor szigoruan monoton csokkend;
ha a > 1, akkor szigoruian monoton ndvekvo;

Zgrushelye: x =1

Paritds: nem paros €s nem paratlan fliggvény.

Az log,x fliggvény és az log: x fiiggvény grafikonjai egymas tiikorképei az x tengelyre

vonatkozoan.
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Trigonometrikus fiiggvények

Minden val6és szamhoz, mint radidnban mért szoghdz tartozik egy szinusz, koszinusz,

(tangens és kotangens) érték. Igy értelmezhetjiik a trigonometrikus fiiggvényeket.

x() | o0 | 30° | 45 [ 60° [ 90° | 120° | 150° | 180°
x(a) | O | T [T T mam [ sm | on
6 4 3 2 3 o
sin X 0 1 2 V3 1 V3 1 0
2 7| 2 7 |2
COSs X 1 V3 V2 1 0 1 NE] -1
7 | 7 | 2 2 | T2
gx | 0 | v3 | L | V3 | - | 3| 3| 0
3 3
ctg x - V3 1 V3 0 V3 | —V3 -
3 3
X (°) 210° 240° 270° 300° 330° 360°
X (rad) 7_7'[ 41 3_7'[ 5w 11w 21T
3 2 3 6
sin X 3 1 V3 -1 V3 B 1 0
2 T T 2
COS X V3 1 0 1 V3 1
R 2 7
tg X V3 V3 - -3 | 3 0
3 3
ctg X V3 V3 0 V3 | =3 -
3 3
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A szinuszfiiggvény

Def: Az f:R- R,x — sinx hozzarendelési szaballyal megadott fiiggvényt szinusz
fliggvénynek nevezziik.

24

Dt R
R [-1, 1]
Sz¢€lséérték:  minimuma van az x = 32—” + 2km pontokban; y = -1,k € Z

maximuma van az x = §+ 2km pontokban; y =1,k € Z

Menete: szigoruan monoton novekvo a —g +2knr <x < g + 2kn (k € Z) tartomanyon;

szigoruan monoton csdkkend a % +2kr < x < 7” + 2kn (k € Z) tartomanyon.

Zérushelyek az x = km pontokban vannak.
Periodikus, mert sin (x + 2knt) =sin X, k € Z. A periédus hossza: 2.
Pératlan fiiggvény, mert sin(—x) = —sinx

Korlatos; az origora kozéppontosan szimmetrikus.

55



A Kkoszinuszfiiggvény

Def: Az f:R - R,x — cosx hozzarendelési szaballyal megadott fliggvényt Kkoszinusz
fliggvénynek nevezziik.

Dt R
R [-1, 1]
Sz¢lséérték:  minimuma van az x = m + 2km pontokban; y = -1,k € Z

maximuma van az x = 2km pontokban; y = 1,k € Z

Menete: szigorian monoton ndvekvd a m + 2km < x < 2m + 2kn (k € Z) tartomanyon;
szigoruan monoton csokkend a 2km < x < m + 2kn (k € Z) tartomanyon.

Zérushelyek az x = g + 2km pontokban vannak.

Periodikus, mert cos (x + 2kn) = cos X, k € Z. A peridodus hossza: 2.

Paros fliggvény, mert cos(—x) = cosx

Korlatos; az y tengelyre tengelyesen szimmetrikus.

56



A tangensfiiggvény

Def: Az f:R\ {g + km, ke Z} — R, x — tg x hozzarendelési szaballyal megadott fliggvényt

tangens fiiggvénynek nevezziik.

8+

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
_24

Di: R\ {5 +km, keZ}

Ry R

Sz¢lséérték: nincs

Monotonitas: Szigorian monoton novekvo két szakadasi hely kozott:

T T
—E+krr <x<E+kn, keZ

Szakadasi helyek: x = =+ km, k e Z

Zérushelyek: x = km, ke Z

Periodikus, mert tg(x + km) = tg x, k € Z. A periodus hossza: T.
Paratlan fliggvény, mert tg(—x) = tg x.

Nem korlatos; az origora kdzéppontosan szimmetrikus.

57



A kotangensfiiggvény

Def: Az f:R\ {km, keZ} - R, x — ctgx hozzarendelési szaballyal megadott fiiggvényt

kotangens fliggvénynek nevezzik.
A

8+

Df. R\ {km, keZ}

R R

Szélséérték: nincs

Monotonités: Szigoruan monoton novekvd két szakadasi hely kozott:
—nm+kn <x < km, keZ

Szakadasi helyek: x = km, ke Z

Zérushelyek: x = §+ kn, ke Z

Periodikus, mert ctg(x + km) = ctg x, k € Z. A periédus hossza: m.
Paratlan fliggvény, mert ctg(—x) = ctg x.
Nem korlatos; az origora kdzéppontosan szimmetrikus.
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19.
SOROZATOK

Def: Sorozatnak nevezziik a pozitiv egész szamok halmazan értelmezett valdos szamértéki

fliggvényt.

Sorozatok megadasa:

e cgyértelmil utasitassal

o formulaval (képlettel)

e rekurziv mdédon
A sorozat fliggvény, tehat grafikonjat lehet koordindta-rendszerben abrazolni. Mivel az
értelmezési tartomanya a pozitiv természetes szdmok halmaza, a fliggvény grafikonja nem
folytonos, hanem diszkrét pontokbdl &ll. A sorozat tagjainak megfeleld pontokat a
szamegyenesen is jelolhetjiik.

A sorozatok jellemzése:

Def: Az a, sorozat szigorian monoton névekvé, ha barmely n-re a, < a n+1.

Def: Az a, sorozat szigorian monoton nemcsdkkend, ha barmely n-re a, < a p+1.

Def: Az a, sorozat szigoraan monoton csokkend, ha barmely n-re a, > a ps1.

Def: Az a, sorozat szigoraan monoton nemnovekvd, ha barmely n-re a, > a p41.

Def: Az a, sorozat alulrol korlatos, ha van olyan k szam, hogy minden n-re k < a,,

Def: Az a, sorozat feliilrél korlatos, ha van olyan Kszam, hogy minden n-re a, < K

Def: Az a, sorozat korlatos, ha alulrdl és feliilrdl is korlatos, azaz van olyan k és K szam,

hogy minden n-re k <a, <K
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SZAMTANI SOROZATOK

Def: Szamtani sorozatnak nevezziikk mindazokat a sorozatokat, amelyekben (a masodiktol

kezdve) barmely tag és az azt megel6z0 tag kiilonbsége allando.
Ezt a 4lland6t d-vel jeldljiik és differencidnak nevezziik.
Any1 —Ap =d
Ani1 =ap+d
e Had >0, akkor a sorozat monoton novekvé és alulrdl korlatos.
e Had <0, akkor a sorozat monoton csokkend és feliilrél korlatos.

e Had =0, akkor a sorozat konstans.

Minden n esetén: a,=a;,+n—-1)-d

Tétel: A szamtani sorozat elsO n elemének Osszege:

a;+an

Sp = =

[2a;+(n—1)-d] n

Sp = >
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MERTANI SOROZATOK

Def: Mértani sorozatnak nevezziik mindazokat a sorozatokat, amelyekben (a masodik tagtol

kezdve) barmelyik tag és az azt megel6z6 tag hanyadosa (0-t6] kiilonb6z6) allando.

Ezt az allandot q-val jeldljiik és kvociensnek nevezziik.

an

@ =4q, anp =0ap-1 4.
n-1

e Ha 0 < g, akkor a sorozat tagjai azonos eldjeliiek; ha q < 0, akkor a sorozat tagjai valtakozo

elojeliiek.
e Haq> 1, akkor a sorozat monoton novekvd, ha 0 < g < 1, akkor a sorozat monoton csékkend.

e Haq=1, akkor alland¢6 a sorozat.
Minden n esetén:
ap =a;-q" "

Tétel: A mértani sorozat elsé n tagjanak az 6sszege:

Kamatos kamatszamitas

A mértani sorozatnak jelentds szerepe van tobb kereskedelmi, gazdasagi kérdés tisztazasaban.
Ha évi p % a kamatlab, akkor évi kamata Too Py eV tokésitéssel a bankba tett t forint egy év

mulva;

t p
— p=t-(1+—
t+ 3557 = ¢ (1+750)
Apénz (1+ L) - szorosara novekszik. Ezt g-val jeloljiik és kamattényezének nevezzilk. A
100

bankba tett t forint 1, 2, 3, ..., n év elteltével kamatos kamataival novekedve:
t-qt g3t q3 .., t-q"
Az p % kamatlab évi kamattényezdje: ¢ = 1 + %, ezzel a bankba tett t forint évi tokésitéssel,

n év elteltével, kamatos kamataival: T =t - q".
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20.
STATISZTIKA

A statisztika a tomegesen el6fordulo jelenségek és folyamatok szambavételével, az igy nyert
adatok vizsgalataval, elemzésével foglalkozik.

A statisztikus el6szor adatokat gylijt a vizsgalat targyat képezd egyedekrdl, az tigynevezett
statisztikai sokasag elemeir6l. Az informaciogyiijtés soran vizsgalt tulajdonsagot ismérvnek
nevezik.

A statisztikai adatokat célszerlien irjuk le, rendszerezziik; a lehetséges értékeket a
gyakorisagukkal egyiitt egy tablazatban foglaljuk 0&ssze. Ezt nevezzikk gyakorisagi
eloszlasnak.

A statisztikai adatokat oszlopdiagramon, kordiagramon, grafikonon, szalagdiagramon, stb.
abrazolhatjuk.

KOZEPERTEKEK

Def: Két pozitiv szam szamtani (vagy aritmetikai) kozepének nevezziik a két szam
Osszegének felét.

a+b
2

A(a; b) =

Def: Két pozitiv szam mértani (vagy geometriai) kdzepének nevezziik a két szam szorzatanak
négyzetgyokeét.

G(a;b) = Va-b

Def: Két pozitiv szam harmonikus kdzepének nevezziik a két szdm reciprokabdl szamitott
szamtani k6zép reciprokat:

1 2 2-ab

a+b

H(a; b) =

+

Q-
IS
|
i

w |

Def: Két pozitiv szam négyzetes kdzepének nevezziikk azt a szamot, amelyet a két szam
négyzetének szamtani kozepébdl négyzetgyokvonassal kapunk.

a%+b?
2

N(a;b) =

Tétel: H(a; b) < G(a; b) < A(a; b) < N(a; b).
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Def: A szamsokasagban a legtobbszor el6forduld szamot a szamsokasag moduszanak
nevezzik.

Def: Rendezziik nagysag szerint sorrendbe a szamadatokat. A kozépsé értéket nevezziik
medidnnak. (Ha két k6zépsd van, akkor ezek atlagat vessziik.)

Def: A szamsokasag legnagyobb ¢és legkisebb szamanak kiilonbségét terjedelemnek
nevezzik.

Def: Az X1, Xa, ... , Xn szamsokasag egy tetszéleges x szamtdl vett atlagos abszolut eltérésnek
nevezzik a kovetkezot:

lxcg —x|+|xp—x |+ +|xp—x|
Sn(x) = "

Def: Az X1, Xa, ... , X, szadmsokasag egy tetszOleges x szamtdl vett atlagos négyzetes eltérésnek
nevezzik a kovetkezot:

2 _ (=) +(x2—x) 2+ +(xp—x)?

Dy

n

Ha x pontosan a sokasag atlaga, akkor ezt a szamot a sokasag szorasnégyzetének nevezziik, a
beldle vont négyzetgyokot pedig szérdsnak.
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21.
KOMBINATORIKA

A ,skatulyaelv”

A ,,skatulyaelvet elhelyezési probléméak megoldasanal alkalmazzuk.
1. n db dobozba n + 1 db targyat tesziink, akkor legalabb egy dobozba legaldbb 2 db
targyat kell helyezni.
2. Ha n dobozba n'k + 1 db targyat akarunk tenni, akkor legalabb 1 dobozba k darabnal
tobbet kell helyezni.

A logikai szita

Olyan tipusu feladatok megoldasanal alkalmazzuk a logikai szitat, amikor azt kell
meghatdroznunk, hogy hdny olyan eleme van egy alaphalmaznak, amely a felsorolt
tulajdonsagok egyikével sem rendelkezik: egy adott halmaz elemei koziil a bizonyos
tulajdonsaggal nem rendelkezd elemek szdmat hatdrozzuk meg.

Az Osszes elem szamat jelolje N.

Az egyes tulajdonsagokat a;-gyel, a,-vel, az-mal jeloljiik. Azoknak az elemeknek a
szamat, amelyek az a;, a,, as tulajdonsagokkal rendelkeznek, jeldlje N(ai), N(ap),
N(a3).

Olyan elemek is vannak, amelyek kétféle tulajdonsaggal is rendelkeznek. Ezek szama:
N(a1, az), N(az, as), N(ay, a).

N(ai, @, az) azon elemek szama, melyek az aj, a,, as tulajdonsagok mindegyikével
rendelkeznek.

N*=N-—[N(ay) + N(ay) + N(as)] + [N(ara,) + N(azas) + N(ayas)] -

—N(aq, a,,az).
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Sorbarendezések

Def: Az elsd n természetes szam szorzatat n faktoridlisnak nevezziik.

Jele: n!
nl=1-2-3-...-(n—1)'n (neN)
Megéllapodunk abban hogy 1! =1 ¢és 0! = 1.

crer

sorrendjét megvaltoztatjuk, akkor azt permutalasnak mondjuk.
n elem permutécioinak szamat P, — nel jeloljiik.

Tétel: n db kiilonbdzd elem permutécidinak (azaz a kiilonbozo elrendezéseinek) a szdma:
Py =n!

Ismétléses permutédcionak nevezziik azt az esetet, amikor a rendezendd targyak, elemek kozott
olyanok is vannak, amelyeket nem tudjuk megkiilonboztetni egymastol. Az ismétléses
permutaciok szamat P-vel és kettds indexel jeloljik. Az als6 index az Osszes targynak a
szamat mutatja, a felsd index pedig kiilon — kiilon felsorolva azt, hogy az egyformakbol hany
darab van:

n!
Ptz = —— (n+n+...+nc<n)
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Kivalasztasi és sorrendi kérdések

Def: V¥ azt a szamot jelenti, amely megadja, hogy n elemb&l hanyféleképpen

valaszthatunk ki és irhatunk fel minden lehetséges sorrendben k elemet.
(k<n)

.....

Tétel: V- =nn—1)(n—2)-..-(n—k + 1)

Ha n kiilonboz6 elembdl gy képeziink rendezett k-asokat, hogy egy-egy elem

.....

nevezzik.

VKO —pon.on=nk

Kombinacidk

Def: CF azt a szamot jelenti, amely megadja, hogy n elembdl hanyféleképpen

valaszthatunk ki k elemet tekintet nélkiil azok sorrendjére.
(k<n)

Tétel: CF = (n) _ n(n-1D)(n-2) -(n—k+1) _  n!

k)~ k! T ki(n—k)!

Ha n kiilonbozé elembdl gy valasztunk ki k darabot (k <, > n), hogy egy-egy elem
tobbszor is eléfordulhat, akkor ismétléses kombinacidénak nevezzik.

Crllc(i) _ (n + lli — 1)'
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A binomialis tétel

Ismert az (a + b)? = a?+ 2ab + b? vagy (a+ b)3 =a3+ 3a?b + 3ab? + b3
azonossag, amihez az (a + b)(a + b) illetve az (a + b)(a + b)(a + b) miiveletek
elvégzeésével jutottunk.

Tekintsiik az (a + b) kéttagu kifejezés 6todik hatvanyat:
Ha a-t 5 tényezébdl valasztjuk, akkor a b-t 0-bol: —a®
Ha a-t 4 tényez6bdl valasztjuk, akkor b-t 1-bél: —a*b
Ha a-t 3 tényezébdl valasztjuk, akkor a b-t 2-bdl: —a3b?
Ha a-t 2 tényezébdl valasztjuk, akkor b-t 3-bol: —a?b3
Ha a-t 1 tényezébdl valasztjuk, akkor a b-t 4-bol: —ab*
Ha a-t 0 tényez8bdl vélasztjuk, akkor b-t 5-b6l: —b>

Az a®,a*b,a3b? a?b3,ab* és b® tagok egyiitthatoit azok a szamok adjak, amelyek

megadjak, hogy 5 tényezdbdl hanyféle modon lehet kivalasztani azokat, amelyek a
megfeleld b tényez6t adjak: tehat az egyiitthatok:

©): ()G ()G

Tehat:
(a + b)> = a® +5a*b +10a3b? + 10a?b3 + 5ab* + b°>

A kéttagu kifejezést idegen szoval binomnak nevezzik, az (Z) szamokat pedig
binomialis egyiitthatoknak. (n,k € N,n = k).

A binomialis tétel:
Tétel: Ha a és b tetszdleges valds szamok és n pozitiv egész szam, akkor:

= () 4 (s s (et (2 s ()
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A Pascal haromszog

A binomialis tételben taldlhatd egyiitthatok kiszamitasdra egyszerli eljarast
talalhatunk. frjuk fel a binomialis egyltitthatokat azn = 0, 1, 2, 3, 4, ... kitevok
mellett az alabbi elrendezésben:
(o)
0

616
(0 (D)
LWHEEG)
(0D GGG
Ebben a ,haromszdg elrendezésben” minden sorban az elsé és utolsd szdmjegy

1. mert (8) = (Z) = 1.

Ismert a kovetkezd 0sszefiiggés: (Z) + ( k :l_ 1) = (Z i D

Ennek alapjan lathatjuk, hogy a ,,haromszog elrendezésben” a sorok barmely
belsd szama (azaz nem az elsé ¢s nem az utolso) a felette balrol és jobbrol allo
két szamnak az 6sszege. Igy gyorsan felirhatok a binomidlis egyiitthatok:

1
11

121
1331
14641
15101051

A kéttagt kifejezések hatvanyozasanal fellépd egylitthatoknak ezt az
elrendezését Pascal haromszognek nevezzik.
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22,

VALOSZINUSEG SZAMITAS

Gyakran talalkozunk mindenki szdmdra sokszor, fiiggetleniil megismételhetd
kisérlettel, amelyek kimenetele nem josolhaté meg egyértelmiien.

Foglakozunk a wvéletlen eseményekkel ¢és azok valoszinliségével. A
valészinliség-szamitas alapelve szerint az eseményekhez egy valds szammal
kifejezhetd mértéket rendeliink, az események valdszinliségét. Egy A esemény
esetén ezt P(A)-val jeloljiik.

A mértéket Ugy valasztottdk meg, hogy a biztos esemény valoszintisége 1
legyen, a lehetetlen esemény valdsziniisége pedig 0. A nagyobb mérték a
bekodvetkezés nagyobb valosziniiségét jelenti.

Az azonos korilmények kozott megismétlédd, illetve megismételhetd
jelensegeket kisérletnek nevezziik. Eldonthetjiik, hogy egy bizonyos
szempontbol mi lett a Kkisérlet kimenetele, azaz egy adott esemény

bekovetkezett-e, vagy sem. (Példaul primet dobunk egy szabalyos
dobokockaval.)

Egy valdszinliségi kisérlet lehetséges, konkrét, egyféleképpen eléfordulod
kimenetelei az elemi_események. (Pl. konkrét kimenetel a paros szam dobasa,
de nem elemi esemény, hiszen az 2, 4, 6 is lehet.) Az elemi események halmaza

az eseménytér. A probléma vizsgalatanak megfeleld eseményteret kell
valasztani. (Pl. egy széles pénzérme az élére is eshet.) A nem elemi eseményeket
az esemenytér részhalmazaival jellemezhetjiik.

A VALOSZINUSEG TAPASZTALATI FOGALMA

Egy véletlen esemény valdszinlis€gérdl tajékoztatast kaphatunk, ha egymas utan
nagyon sokszor, egymastol fiiggetleniill végezzilk el a kisérletet, és
megfigyeljiik, hogy a véletlen esemény hanyszor kovetkezik be.

A megfigyelt esemény bekovetkezéseinek a szamat gyakorisagnak nevezziik.
Ezt a szamot elosztva az elvégzett kisérletek szamaval, az esemény relativ
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gvakorisagat kapjuk. Ez az érték a véletlentdl fiigg. Ha a kisérletet nagyon
sokszor végezziik el, akkor a relativ gyakorisag mar mutat valamilyen stabilitast:
taldlunk egy olyan értéket, amelyik koriil ez ingadozik. Ez az érték az A
esemeény fontos jellemzdje: az A eseményt méri.

A relativ gyakorisaggal még nem definidlhatjuk a valdszinliséget. Ez szamunkra
csak tapasztalati tény. (Nem bizonyitott!)

Muveletek eseménvyekkel

1. Az A és B események Osszege: A + B
Akkor kovetkezik be, ha az A és B események kozll legalabb az egyik
bekovetkezik.

2. Az A és B események szorzata: A- B
Akkor kovetkezik be, ha az A és B események egyidejlileg kovetkeznek
be.

3. Komplementer esemény: A

Az az esemény, amikor az A esemény nem kovetkezik be.
4. A és B események kilonbsége: A — B
Akkor kovetkezik be, ha az A esemény bekovetkezik, de a B nem.
5. Egymast kizaré események: HaA -B = @, akkorA—tésB —t
egymast kizaré eseményeknek nevezziik.

Muveleti tulajdonsagok:

A+ 0=A A-0=0

A+1=1 A-1=A

A+ A=1 A-1=20
A+B=B+A AB=B-A
A+A=A A-A=A

A+ B+C0)=(A+B)+C A-(B-C)=(A-B)-C

A-(B+C)=A-B+A-C
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A VALOSZINUSEG

A valoszinliség egy olyan filiggvény, amely az Osszes lehetséges eseményhez
egy-egy szamot rendel.

1. Egy A esemény valoszinlisége 1-n¢l nem nagyobb, nemnegativ szam,
azaz 0 <P(A )< 1.
2. A biztos esemény valdszintisége 1, azaz P(I) = 1.
3. Két, egymast kizar6 esemény Osszegének valdsziniisége a valdszinliségek
Osszegével egyenld, azaz
P(A+B)=P(A)+P(B),haA-B=¢

Kovetkezmény:
PA+B)=P(A)+P(B)-P(A-B)
P(A)=1-P(A)
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Klasszikus valosziniségi mezo

Az olyan soecidlis esetekben, amikor n db véges szamu elemi esemény alkotja
az eseményteret, ¢s ezek mindegyikének egyenld a valoszintisége, akkor
klasszikus valdszintiségi mezdrél beszEliink.

Legyen E;, E,, ... E, n elemi esemény. Ekkor az E; események egymadst
paronként kizard események és E;+ E, + ... + E, = .

Igy a definialt tulajdonsagok miatt:

P(I)=P(E; +E,+ -+ E,) = P(E;) + P(E;) + -+ P(E},)
Mivel mindegyik elemi esemény azonos valdszinliségli, azaz
P(Ey) = P(E;) = -+ = P(Eyp),
igy 1 =n - P(E,), amibsl P(E;) = ~.

Vegylik ennek az eseménynek egy olyan A eseményét, amely k db elemi
eseménybdl all:

A= A1+A2++Ak

Az eseménytér elemi eseményei egymast kizardak, igy a valdsziniiségre
megismert tulajdonsagok alapjan:

P(A) =P(A; + Ay + -+ Ay) = P(A4)) + P(4) + -+ P(4y) =

1 1 1 k
= -4 —F e —=—
n n n n
\ J
|
kdb

A k-t az A eseményre vonatkozo kedvezo esetek szamanak nevezhetjiik, n pedig
az 0sszes eset szama.

A klasszikus valdszintiségi mez0 esetén az események valoszinliséglét a
kombinatorikai ismeretek segitségével szamolhatjuk ki.
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23.

GRAFELMELETI ALAPFOGALMAK

Grafnak nevezziik a pontoknak és éleknek a halmazat, ahol az élek pontokat kotnek Ossze,
illetve az élekre pontok illeszkednek ugy, hogy minden élre legalabb egy, legfeljebb két pont
illeszkedik.

A grafok pontjait egyszerlien pontoknak nevezziik, de hasznalatos a csucspont, illetve a
szogpont elnevezes is.

Ha egy ¢élre két pont illeszkedik, akkor azt mondjuk, hogy az ¢l két pontot kot Gssze. Azt is
mondjuk, hogy a P, Q pontok az ,,¢” él végpontjai.

P= e

N

Ha a P, Q pontokat tobb ¢l koti 0ssze, akkor ezeket parhuzamos éleknek nevezziik.

~—° O

Ha egy ¢élre egy pont illeszkedik, azaz egy ¢l végpontja azonos, akkor azt az ¢It hurokélnek
nevezziik.
Ha egy grafban nincsenek parhuzamos élek és nincs hurokél, akkor egyszerli grafnak
nevezziik.
Teljes graf: A graf mindegyik pontjabol pontosan egy-egy €l vezet a graf Osszes tobbi
pontjaba.

B

Két grafot akkor neveziink izomorfnak, ha pontjaik és éleik kolcsondsen egyértelmiien €s

illeszkedéstartdan felelnek meg egymasnak.

Egy graf egy pontjaba Osszefutd éleinek szamat a pont fokszdménak (roviden fokanak)
nevezziik.
Tétel: Barmely grafban a fokszdmok 0sszege az élek szamanak kétszerese.

Tétel: Barmely grafban a paratlan fokszamu pontok szama paros.
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Tovabbi fogalmak:

Utnak nevezziik a graf egyméshoz csatlakozo6 éleinek olyan sorat, amely egyetlen ponton sem
megy at egynél tobbszor.

Vonalnak nevezziik a graf egymashoz csatlakozo éleinek olyan sorat, amelyben egyetlen él
sem szerepel egynél tobbszor.

Kornek nevezziik a kezdOpontjdba visszatérd wutat, azaz olyan élsorozatot, amely
kezddpontjaba tér vissza, és benne minden pont és minden €l csak egyszer szerepel.

A L

Osszefiiggének neveziink egy grafot, ha barmely pontjabol barmely pontjaba eljuthatunk

valamilyen uton.

Osszefliggd nem Osszefliggd

Belathato, hogy ha egy 0sszefiiggd graf tartalmaz kort, és a kornek valamelyik ¢€1ét elhagyjuk,
akkor is 0sszefiiggd grafot kapunk.

Euler vonal: az olyan vonal, amelynek a kezd6- €s végpontja azonos, és amelyben a graf
minden ¢éle szerepel. (A graf egyik pontjabdl kiindulva a ceruza felemelése nélkiil
megrajzolhatjuk a grafot iigy, hogy ceruzankkal minden élen pontosan egyszer haladunk at, és
visszatériink a kiindulopontba.)

Tétel: Egy Osszefliggd grafnak akkor és csakis akkor van Euler-vonala, ha a graf minden
pontjanak a fokszdma paros szam.
Ha egy graf 0sszefiiggd €s nem tartalmaz kort, akkor azt fanak nevezzik.
A fak néhany tulajdonséga:
o Afak barmely két pontjat egyetlen Ut koti ossze.

e Egy fanak barmely élét elhagyjuk, akkor a graf mar nem 6sszefiiggé.
e Ha egy fanak barmely két olyan pontjat 6sszekétnénk, amely eddig nem volt 6sszekotve,
akkor a grafban mar lenne kor.

Tétel: Minden tobbponta fanak (azaz olyannak, amely legalabb kétponta) van elséfoku
pontja.
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Tétel: Az n ponta fanak n-1 éle van.

24,

LOGIKA

Azokat a kijelenté mondatokat, amelyekrdl egyértelmiien eldonthetjiik, hogy logikai értékiik
igaz, vagy hamis, kijelentéseknek vagy allitasoknak nevezziik.

A kijelentések (nyelvtanilag kijelenté mondatok) lehetnek igazak (i) vagy hamisak (h): a
kijelentések logikai értéke igaz vagy hamis.

A kijelentések korében végzett miiveletek logikai értéke csak a miiveletekkel 6sszekapcsolt
allitasok logikai értékétol fiigg.

Megallapodas szerint, ha valamelyik kijelentést két fiiggdleges vonal koz¢é irjuk, akkor ezt a
kijelentés logikai értékének tekintjiik.

PI: | Az 5 primszam. | =i

| A 8 primszam. | =h

Negacio:
A negaci6 egyvaltozos miivelet.
Egy igaz A kijelentés negéacidja nem igaz; egy nem igaz B kijelentés negacidja igaz kijelentés.

Jele: 7 A

A 1A

I h

H [

A tagadas tagadasa igaz allitast jelent: 7 ( A) = A

Konjunkcig:
A konjunkcié olyan miivelet, amely két kijelentést az ES kotdszoval kapcsol Ossze egy
kijelentéssé.

Jele: A
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Az ¢és logikai miivelet eredménye pontosan akkor igaz, ha mindkét logikai kijelentés logikai

értéke igaz.
A B AAB
[ i [
[ h h
h i h
h h h

Miiveleti tulajdonsagok: AAB=BAA
(AAB)AC=AABACQ

Diszjunkcio:

A diszjunkci6 olyan logikai miivelet, amely két kijelentést a VAGY kotdszoval kapesol 0ssze
egy kijelentéssé.

Jele: V

A VAGY logikai miivelet eredménye pontosan abban az esetben hamis, ha mindkét kijelentés

logikai értéke hamis.

A B AV B
[ i [
[ h [
h i [
h h h

A hétkoznapi gyakorlatban a ,,vagy” kot6szot tobbféle értelemben is hasznaljuk.

A ,,valasztd” vagy: A mai, vagy a holnapi napon megyiink kirandulni.

A ,kizard” vagy nem engedi meg, hogy mindkét allitas egyszerre igaz legyen.

(P1. Jancsi kerékparozik, vagy uszik. Egyszerre nem tudja mindkét cselekvést folytatni.)

A ,,megengedd” vagy lehetdvé teszi, hogy az egyik, vagy a masik, vagy mindkét allitas igaz
legyen.

(P1. Jancsi zenét hallgat, vagy ir. Egyszerre lehet mindkét cselekvést folytatni.)

A logikaban a diszjunkci6 ez utdbbi értelmet hasznalja.
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Implikacio:
Az implikacié olyan logikai miivelet, amely két kijelentést a HA ,,a” AKKOR ,b”

szerkezettel kapcsol 6ssze kijelentéssé.

Jele: —
A B A —B
[ i [
[ h h
h i [
h h [

Az implikacié nem kommutativ miivelet.

Ekvivalencia:
Ekvivalencidnak azt a logikai miiveletet nevezziik, amelynél két kijelentéssel képezhetd

implikaciot konjunkcidval kacsolunk 6ssze. (Ekvivalencia = egyenértékii)

Jele: &
A B A—B B— A A—B
[ i [ [ i
[ h h [ h
h i [ h h
h h [ [ i
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